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Estimation of Distribution Algorithms
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Proste algorytmy EDA oparte na rozktadach prawdopodobiefistwa wektora
niezaleznych zmiennych losowych:
= dla dyskretnych probleméw optymalizacji

o UMDA
o PBIL
o CGA
= dla cigglych probleméw optymalizacji
o UMDAc
o SHCLVND
o PBILc

Bardziej zaawansowane algorytmy EDA oparte na rozktadach
prawdopodobienstwa wektora skorelowanych zmiennych losowych:
= dla dyskretnych probleméw optymalizacji

o MIMIC, COMIT, EBNA, BOA, hBOA
= dla ciggtych probleméw optymalizacji

u] EGNA, modyfikacje powyzszych
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Estimation of Distribution Algorithms

O  Popularnym podejsciem do modelowania zaleznosci migdzy zmiennymi losowymi
w chromosomie jest uzycie probabilistycznych modeli graficznych.

O  Probabilistyczne modele graficzne uzywaja graféw do reprezentowania tacznych
rozktadéw prawdopodobienstwa modelujacych wielowymiarowe wektory losowe.

O Najwazniejsze probabilistyczne modele graficzne to:
= sieci bayesowskie (ang. Bayesian Networks),
= losowe pola Markowa (ang. Markov Random Fields).
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Mutual Information Maximization for Input Clustering (MIMIC)

o  MIMIC modeluje zalezno$ci migdzy zmiennymi losowymi za pomocg tancucha
(uproszczonej sieci bayesowskiej), tzn. zaktada, ze zmienne losowe zaleza kolejno od siebie,
niekoniecznie jednak w kolejnosci wyznaczonej przez ich pozycje w chromosomie.

o  Przyktad:

== = (o~ W~ ()

O  Prowadzi to do modelu probabilistycznego opartego na warunkowych rozktadach
prawdopodobienstwa

pX) = P(Xil | Xiz) P(Xi2 | Xi3) o p(Xid»l | Xid) P(Xid)

gdzie (i, iy, ..., ig) to pewna permutacja zbioru {1, 2, ..., d}.

o  Kolejno$¢ zmiennych losowych w faficuchu kodowana jest wige za pomoca permutacji
ustalanej na podstawie testow statystycznych zalezno$ci zmiennych losowych opartych na
biezacej populacji.

O  Prawdopodobienstwa warunkowe sa estymowane z probki danych tworzonej przez biezaca
populacjg.
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Combining Optimizers with Mutual Information Trees (COMIT)

o  COMIT rozszerza podejscie stosowane w algorytmie MIMIC. Zamiast fancucha, uzywa
drzewa modelujacego zaleznosci miedzy zmiennymi losowymi.

o  Przyktad:

/.\

modelowany rozktad prawdopodobienstwa to
P(X) = p(X,) p(X; | Xy) p(Xs | X5) p(X51 Xg) p(Xs| X3) p(Xy | X5)
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Combining Optimizers with Mutual Information Trees (COMIT)

O  Podobnie jak w MIMIC, struktura drzewa ustalana jest na podstawie testow statystycznych
zalezno$ci zmiennych losowych opartych na biezacej populacji.

o  Prawdopodobienstwa warunkowe sg estymowane z probki danych tworzonej przez biezaca
populacje.
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Sieci bayesowskie

o Sieci bayesowskie opieraja si¢ na bayesowskim podejsciu do prawdopodobienstwa i
statystyki:
[ ] prawdopodobienstwo bayesowskie: stopien przekonania o wystapieniu okreslonego zdarzenia

[ ] prawdopodobienstwo klasyczne: prawdziwe (teoretyczne) prawdopodobienstwo wystapienia
okreslonego zdarzenia

o  Twierdzenie Bayesa: prawdopodobienstwo a posteriori wystapienia zdarzenia A pod
warunkiem wystapienia zdarzenia D i wiedzy &:

PAISPpDIAL)

P(AID, &)=
p(D1&)
] Interpretacja:

o p(A | D, &) to prawdopodobienstwo tego, ze zaobserwowaliby$my zdarzenie A, jesli wystapitoby zdarzenie
D i prawdziwa bylaby wiedza &,

o p(D | A, &) to prawdopodobienstwo tego, ze rzeczywiscie wystapito zdarzenie D, jesli zaobserwowali$my
zdarzenie A i prawdziwa byla wiedza &,

o p(A &) ip(D|&) to prawdopodobienstwo wystapienia zdarzenia A i D, odpowiednio, przy zalozeniu, ze

prawdziwa jest wiedza &.

O  Prowadzi to do funkcji wiarygodnosci:

L(A;D)= p(D| A)
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Sieci bayesowskie

O Sie¢ bayesowska jest najpopularniejszym graficznym modelem probabilistycznym
dla rozktadéw dyskretnych. Jej odpowiednikiem dla rozktadéw ciagtych jest sie¢
gaussowska.

O Sie¢ bayesowska to acykliczny graf skierowany, w ktérym wierzchotki
reprezentuja zmienne losowe, a krawedzie odpowiadaja zalezno$ciom migdzy tymi
zmiennymi.

= Zwrot krawedzi reprezentuje "kierunek patrzenia" na zalezno$ci migdzy zmiennymi
losowymi (zmienna w wezle koncowym zalezy od tej w wezle poczatkowym). Brak
krawedzi migdzy dwoma wierzchotkami oznacza, ze zmienne losowe reprezentowane
przez te wierzchotki s niezalezne.
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Sieci bayesowskie

O Sie¢ bayesowska modeluje rozktad prawdopodobienstwa w nast¢pujacy sposob:
= Niech HXi oznacza zbi6r "rodzicow" wierzchotka X;.

= Warto$¢ zmiennej losowej X; mozna wigc okresli¢ warunkowym rozktadem
prawdopodobienstwa P(X; | HXi ).

= Wartos¢ calego wektora losowego X = (X, X,, ..., X,,) mozna wigc okre$li¢ tacznym
rozktadem prawdopodobienstwa

[TPcxim,)
i=l
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Sieci bayesowskie w EDA

O W algorytmach EDA, m.in. BOA i EBNA, sieci bayesowskie sa uzywane do
reprezentowania zaleznosci migdzy genami w chromosomie.

O Przyktad:
= Rozpatrzmy chromosom X o dtugosci d = 4.
= Warto$¢ kazdego genu X, X,, X3, X, mozna traktowa¢ jako warto$¢ pewnej
zmiennej losowej. Warto$§¢ catego chromosomu mozna traktowac jako warto$¢
pewnego wektora losowego X = (X, X,, X3, X,,).

= Ponizsza sie¢ bayesowska moze wigc reprezentowaé zalezno$ci migdzy genami w
takim chromosomie.
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Sieci bayesowskie w EDA

O Interpretacja takiej sieci bayesowskiej jest nastgpujaca:
= warto$¢ genu X, jest niezalezna od warto$ci pozostalych genow,

= warto$¢ genu X, zalezy od warto$ci genu X,
= warto$¢ genu X zalezy od wartosci genu X, i wartoci genu X,,

= warto$¢ genu X, zalezy od wartosci genu X,,.

O Laczny rozktad prawdopodobienstwa wektora losowego X = (X, X,, X;, X,,) mozna
wigc przedstawi¢ jako

P(X=x)= P(X,=x;)
P(X,=x,1X,=%;)

P(X;=x;1X,=%,X,=X,) e @
P(X,=x,1X,=%,)
dlax = (x;, Xy, X3, X,).

O Ten wzér mozna zastosowaé przy generowaniu nowych

osobnikéw wedlug modelu zadanego przez sie¢ bayesowskq @
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Sieci bayesowskie w EDA

O Generowanie osobnika na podstawie modelu probabilistycznego opisywanego przez
sie¢ bayesowska:

= Najpierw losujemy warto$ci zmiennych niezaleznych.

= Znajac prawdopodobienstwa P(X; = 0) i P(X, = 1) z jakimi zmienna niezalezna X,
przyjmuje odpowiednio wartosci 0 i 1, losujemy warto$¢ genu X.

= Jesli bytyby inne zmienne niezalezne, post¢pujemy z nimi w taki sam sposob.
Kolejno$¢ rozpatrywania tych zmiennych jest nieistotna.
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Sieci bayesowskie w EDA

O W kolejnych krokach zajmujemy si¢ zmiennymi, ktérych rodzice maja juz ustalone
wartosci. Kolejno$¢ rozpatrywania tych zmiennych jest nieistotna.

O Znajac prawdopodobienstwa P(X, =0|X, =1)iP(X,=1|X, = 1), losujemy
warto$¢ genu X,,.
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Sieci bayesowskie w EDA

O Majac ustalone wartosci gendw X, i X,, mozemy losowa¢ wartosci genéw X5 i X,,.

O Zajmijmy si¢ najpierw zmienng X,. Znajac prawdopodobienstwa P(X, =0 | X, = 0)
iP(X,=1]X,=0), losujemy warto$¢ genu X,.

O Na koniec zajmijmy si¢ zmienng X,. Znajac prawdopodobienstwa P(X; =0[X, =1,
X,=0)iPX;=1]X, =1, X, =0), losujemy warto$¢ genu X.
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Sieci bayesowskie w EDA

O Z kazdym wezlem sieci bayesowskiej jest zwigzany rozktad prawdopodobienstwa,
reprezentowany przez tabelg prawdopodobienstw warunkowych.

O W przypadku rozktadéw ciaglych (sieci gaussowskich) zamiast tabeli
prawdopodobienstw warunkowych podawana jest gestos¢ rozktadu
prawdopodobienstwa.

0 0 0 0.25
0 0 1 0.10
0 1 0 0.50
0 1 1 0.95
1 0 0 0.75
1 0 1 0.90
1 1 0 0.50
1 1 1 0.05
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Bayesian Optimization Algorithm (BOA)

O Algorytm BOA:
P = Random-Population (N);

Population-Evaluation (P, F);
B = Bayesian-Network-Initialization();
while not Termination-Condition ()
P(S) = Select (P, N, M);
B = Bayesian-Network-Update (B, P));
P = Random-Population (B, N);
Population-Evaluation (P, F);
return best of P;

O Znaczenie parametrOw:
= F - funkcja celu
m N - liczba osobnikéw w populacji gtéwnej P
® M - liczba osobnikéw wybieranych z populacji gléwnej P do populacji P (wielko$é
proébki)
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Bayesian Optimization Algorithm (BOA)

O Wyjasnienia wymaga sposob tworzenia sieci bayesowskiej oraz estymacji
prawdopodobienstw warunkowych uzywanych m.in. przy generowaniu nowej
populacji losowych osobnikéw wedtug modelu zadanego przez sie¢ bayesowska.

= Na poczatku algorytmu sie¢ bayesowska B jest siecia pusta (bez krawedzi).

= W kolejnych iteracjach algorytm modyfikuje sie¢ bayesowska B na podstawie probki
danych P® zawierajacej najlepsze osobniki z aktualnej populacji P.

= Wraz z modyfikacja sieci bayesowskiej algorytm estymuje prawdopodobienstwa
warunkowe (przechowywane w tabelach zwigzanych z wezlami sieci bayesowskiej) na
podstawie probki danych P zawierajacej najlepsze osobniki z aktualnej populacji P.

O Do oceny dopasowania sieci bayesowskiej do probki danych uzywa si¢
bayesowskiej metryki Dirichleta lub jej uproszczonej wersji — metryki K2.
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Bayesian Dirichlet Metric

Dopasowanie sieci bayesowskiej do prébki danych ocenia si¢ réznymi miarami,
zazwyczaj opartymi na funkcji wiarygodnosci. Jedna z najpopularniejszych miar jest
bayesowska metryka Dirichleta (ang. Bayesian Dirichlet Metric):

m' (7 )! (m' (x;, 7wy )+ m(x;, Ty ))!

p(B,PY | )= p(B| f)ﬁl’[ I1

iz, (M (7y)) +m(my NI m(x;, 7Ty,)!

gdzie
iloczyn po ,; jest po wszystkich konfiguracjach rodzicow wierzchotka X
iloczyn po x; jest po wszystkich warto$ciach wierzchotka X

B sie¢ bayesowska
P® probka danych zawierajaca najlepsze osobniki z biezacej populacji
g ewentualna dodatkowa wiedza a priori
m(m,,) liczba osobnikow w P®, w ktérych rodzice wierzchotka X; maja konfiguracje 7 ;
m(x;, T) liczba osobnikow w P®, w ktérych wierzchotek X; ma wartos¢ x;,
a jego rodzice majg konfiguracje 7 ;
p(BIE) dodatkowy wspotezynnik prawdopodobienstwa a priori (zazwyczaj p(BIE) = 1)
m(...) dodatkowa informacja a priori, analogiczna do m(...)

(zazwyczaj m(x;, &) = 1, a m(n;) = m(0, ;) + m(1, w ) = 2)
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e
Metryka K2

Jesli nie wykorzystujemy wiedzy a priori, bayesowska metryka Dirichleta upraszcza
si¢ do metryki K2:

S)
PP HH(2+m(ﬂ »'H(Hm(x””" ))'

i=l 7y,

gdzie
iloczyn po m,; jest po wszystkich konfiguracjach rodzicéw wierzchotka X
iloczyn po x; jest po wszystkich warto$ciach wierzchotka X

B sie¢ bayesowska
P® probka danych zawierajaca najlepsze osobniki z biezacej populacji
m(m,,) liczba osobnikow w P®, w ktérych rodzice wierzchotka X; maja konfiguracje 7,

m(x;, T;) liczba osobnikéw w P®, w ktorych wierzchotek X; ma warto$¢ x;,
a jego rodzice majg konfiguracje 7 ;
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e
Metryka K2 — przyktad

O Rozpatrzmy dwie zmienne losowe X, i X, tworzgce chromosom oraz populacje
P® = {00, 00, 00, 11 }

O Policzmy K2 dla sieci bayesowskiej B, bez zadnych krawedzi:

Poniewaz m’(x, m;) = 1, tom’(n;)) = m’(0, m,) + m’(1, ) =2

Latwo wyliczy¢, ze

1 0 0 3
1 1 0 1
2 0 0 3
2 1 0 1
Zatem
pB, P)=—""(1+ 3)'(1+1)v 2 (1+3.)'(1+1)'—i
e (2 ) 225
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e
Metryka K2 — przyktad

O Policzmy K2 dla sieci bayesowskiej B, , z krawedzig od X, do X,:
Poniewaz m’(x;, ;) = 1, to m’(n;) = m’(0, T) + m’(1, Ty) = 2.

Latwo wyliczy¢, Ze

1 0 0 3

1 1 0 1

2 0 0 3

2 0 1 0

2 1 0 0

2 1 0 1

Zatem

8
B __,.P®)= 1+3)!IA+1)! 1+3)!(1+0)! 1+D!1+0)l=—
pB,_, )(2 4),( )1+ )( )( )N+ )( )( )N(1+0) 75

O Sie¢ bayesowska B, , zatem lepiej modeluje probke danych niz sie¢ B, ...
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Bayesian Optimization Algorithm (BOA)

Jak skonstruowa¢ sie¢ bayesowska B dobrze modelujaca probke danych P(S)?

= Naiwne podejscie to sprawdzenie wszystkich mozliwych sieci bayesowskich i wybranie
sieci najlepiej modelujacej probke danych.
o W praktyce liczba wszystkich mozliwych sieci bayesowskich jest zbyt duza do przejrzenia.
0 Mozna wprowadzi¢ ograniczenia na rozpatrywane sieci bayesowskie, na przyklad przez
ograniczenie maksymalnego stopnia wierzchotka sieci bayesowskiej, co przy niewielkich
problemach optymalizacji pozwoli przejrze¢ wszystkie sieci bayesowskie.

= Bardziej efektywne jest podejscie heurystyczne, ktore zastosowano w algorytmie BOA.

o Algorytm rozpoczyna dziatanie z pustg siecig bayesowska bez krawedzi.

o W kazdej iteracji algorytmu ewolucyjnego, algorytm modyfikuje sie¢ bayesowska B na
podstawie probki danych P® uzywajac algorytmu zachtannego, ktéry probuje poprawic
aktualng sie¢ bayesowska przez wykonywanie nastgpujacych operacji:

= dodanie losowej krawedzi,
= usunigcie losowo wybranej krawedzi,
= zmiana kierunku losowo wybranej krawedzi.
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Bayesian Optimization Algorithm (BOA)

O Jak estymowac prawdopodobienstwa warunkowe (przechowywane w tabelach
zwiazanych z weztami sieci bayesowskiej) na podstawie probki danych P)?

= Prawdopodobienstwa warunkowe s3 estymowane na podstawie probki danych przez
czgstosci wystgpowania odpowiednich osobnikéw w rozwazanej probce danych.

= Przyktad:
P(X,=11X,=0,X,=0)=m/M
gdzie
M liczba osobnikéw w P®), w ktérych X, = 0 oraz X, =0,
m liczba osobnikéw w P®), w ktérych X, =0, X, =0 oraz X; = 1.
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Hierarchical Bayesian Optimization Algorithm (hBOA)

O Jeden z problemdéw algorytmu BOA stanowig duze tabele prawdopodobiefistw
warunkowych zwigzane z we¢ztami sieci bayesowskich.

= Na przyklad dla binarnej zmiennej losowej, ktora zalezy od 10 innych binarnych
zmiennych losowych, w tabeli musi znalez¢ si¢ 2 x 210 = 211 wierszy!

= Problem ten rozwigzano w algorytmie Hierarchical Bayesian Optimization Algorithm
(hBOA), w ktérym wykorzystano drzewiaste struktury lokalne.

0 0 0 0.25
0 0 1 0.10
0 1 0 0.50
0 1 1 0.95
1 0 0 0.75
1 0 1 0.90
1 1 0 0.50
1 1 1 0.05
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Hierarchical Bayesian Optimization Algorithm (hBOA)

O Wykorzystanie struktur lokalnych w sieciach bayesowskich:
= pelna tabela prawdopodobienstw warunkowych (jak w BOA),

= tabela zawierajaca "najwazniejsze” prawdopodobienstwa warunkowe, pozostate sa
aproksymowane na ich podstawie
o0 Przyktad: Tabela nie zawiera P(X;=0| X, =0, X, = 1), ale zawiera P(X;= 0] X, = 0).
Przyjmuje si¢ wowczas P(X;=0[X,=0,X,=1)=P(X;=0[X,=0),
= wykorzystanie drzew decyzyjnych aproksymujacych tabele¢ prawdopodobienstw

warunkowych (jak w hBOA).
[ T x T o Tewxx ]
0 0 0 0.25
0 0 1 0.10
0 1 0 0.50
0 1 1 0.95
1 0 0 0.75
1 0 1 0.90
1 1 0 0.50
1 1 1 0.05
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