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Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Strategie ewaluacji i réwnowaznos$¢ programéw

Semantyka operacyjna jezykdw

» Znaczenie konstrukgji jezyka okresla pewna specyfikacja procesu
"wykonania’ programu
» Semantyka operacyjna moze by¢ okreSlona w sposéb formalny, np.
przez system regut dedukcji okreslajacych pewna “relacje przejscia™
m Semantyka duzych krokéw definiuje relacje miedzy programami a ich
wartosciami
m Semantyka matych krokéw definiuje relacje przejscia miedzy “stanami”
wykonania programu

» Semantyka operacyjna powinna by¢ czytelna dla uzytkownika jezyka,
powinna umozliwia¢ wnioskowanie o programach oraz implementacje
jezyka

» R&zne opisy semantyczne tego samego jezyka powinny by¢
réwnowazne



Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Strategie ewaluacji i réwnowaznos$¢ programéw

Semantyka wykonywalna

» Semantyka zadana przez program (interpreter, kompilator)

» Jezyk, ktérego semantyke definiujemy, nazywamy jezykiem
definiowanym, zrédtowym

» Jezyk, w ktorym okreSlona jest semantyka wykonywalna (interpreter
lub kompilator) nazywamy jezykiem definiujgcym

» Jezyk definiujacy musi by¢ wystarczajaco ekspresywny, by symulowac
zachowanie jezyka definiowanego

» Semantyka, jaka okreslimy dla jezyka definiowanego zalezy od
semantyki jezyka definiujacego (oraz jezyka docelowego w przypadku
kompilatora)



Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Strategie ewaluacji i réwnowaznos$¢ programéw

Semantyka wykonywalna

> Interpreterem jezyka S napisanym w jezyku L nazywamy L-program
int, ktéry dla dowolnego S-programu s i danych dla programu s,
bedzie symulowat wykonanie programu s w jezyku L, az do obliczenia
wartosci (jesli istnieje):

[s1°(x) = Lint]"(s, x)

» Kompilatorem jezyka S do jezyka T, napisanym w jezyku L,
nazywamy L-program comp taki, ze

[s1° = [[compl(s)] ™



Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Strategie ewaluacji i réwnowaznos$¢ programéw

Jezyk A,
» Program — dowolny zamkniety A — term:
t:=x | tt | Ax.t
» Wartos¢ programu — A-abstrakcja:
vi=Ax.t

» Strategia normalna (‘wofanie-przez-nazwe’, 'call-by-name’)
» Semantyka operacyjna matych krokéw realizujaca te strategie:
r—ns
(Ax.t)s =, tls/x] ru—psu

» Obserwacyjna réwnowaznos¢:
t~cxS & VC.C[t] = Cls]

(= oznacza, ze oba zatrzymuja sie i zwracaja te same wartosci, lub
oba nie zatrzymuja sie)



Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Strategie ewaluacji i réwnowaznos$¢ programéw

Réwnowaznos¢ programaéw

» Obserwacyjna réwnowaznos¢: kiedy dwa termy (fragmenty programu)
sg “"wymienialne”? Kiedy mozna jeden zastapi¢ drugim?

» Zastosowanie: optymalizacja kodu, uproszczenie kodu

» Réwnowaznos¢ obserwacyjna jest wrazliwa na rozszerzenia jezyka



Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Strategie ewaluacji i réwnowaznos$¢ programéw

Ewaluacja w A, a teoria A3

Dla kazdego termu r,
r —* v dla pewnej wartosci v & r —7 v’ dla pewnej wartosci v'.

Dla kazdych r, s,
ABFr=5= r~uxs.

Teoria AR nie jest zupetna: dowolne dwa termy, ktdrych ewaluacja sie
nie zatrzymuje s3 obserwacyjnie rownowazne, ale nie musza by¢
rowne w teorii (np. Qi Q (Ax.x)).

10



Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Strategie ewaluacji i réwnowaznos$¢ programéw

Réwnowaznos¢ semantyki duzych i matych krokéw

Twierdzenie
Dla kazdego programu t € A,

tlovet kv
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Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Strategie ewaluacji i réwnowaznos$¢ programéw

Jezyk A,
» Program — dowolny zamkniety A — term:
t:=x | tt | Ax.t
» Wartos¢ programu — A-abstrakcja:
vi=Ax.t

» Strategia aplikatywna (‘wofanie-przez-wartos$¢', 'call-by-value’)
» Semantyka matych krokdw realizujaca te strategie:

(Ax.t)v =, t [v/x]
r—y, s
ru—, su
r—y, s
VIE—y, VS
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Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Strategie ewaluacji i réwnowaznos$¢ programéw

Ewaluacja w A, a teoria ARY

» Jaki jest zwiazek ewaluacji w A, z teorig AB?
» Zdefiniujmy teorie ABRY przez zastrzezenie relacji 3-konwersji do reguty

(Ax.t)v =t [v/x]
» Teorie ARY definiuja reguty:

S=u r=s =u
s=r
(Ax.t)v =1t [v/x] st=rt
rs=rt AX.S = Ax.t

» Podobnie jak w przypadku A, definiujemy relacje redukcji — przez
skierowanie réwnan
» Powstata relacja redukcji ma witasnosci CR i standardyzacji
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Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Strategie ewaluacji i réwnowaznos$¢ programéw

Ewaluacja w A, a teoria AR, c.d.

Dla kazdego termu r,
r —* v dla pewnej wartosci v & r — v’ dla pewnej wartosci v'.

Dla kazdych r, s,
ABY Fr=5= r~uxs.

Teoria ARY nie jest zupetna: dowolne dwa termy, ktérych ewaluacja
sie nie zatrzymuje s3 obserwacyjnie réwnowazne, ale nie musza by¢
rowne w teorii (np. Qi Q (Ax.x)).

14



Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Strategie ewaluacji i réwnowaznos$¢ programéw

Translacja miedzy A, 1 A,

» Translacja*: Ay, — A,

X = Ak.kx
Ax.t = Ak.k (Ax.t)
ti1to = Ak.t; (Avi.to (Ava.vy vo k)

» Translacja przeprowadza termy do stylu kontynuacyjnego
(continuation-passing style, CPS)
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Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Strategie ewaluacji i réwnowaznos$¢ programéw

Translacja miedzy A, 1 Ay, c.d.

Whtasnosci termow w CPS:
» Niezaleznos¢ ewaluacji od strategii redukcyjnej jezyka definiujacego:

t(Ax.x) =) v & t(Ax.x) =5 v
» Symulacja ewaluacji:
t =, vE t(Axx) =5 d(v),

gdzie d(Ax.r) = Ax.T.
» Translacja:

M'EFr=s=A'F7Fr=5=A3"+F7=5
» Witasnos¢ zachowania rownowaznosci obserwacyjnej:
t(Ax.x)~pS(Ax.X) = t~,S

» Odwrotna implikacja nie zachodzi
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Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Strategie ewaluacji i réwnowaznos$¢ programéw

Redeksy administratywne

» Translacja -
®m narzuca porzadek ewaluacji podterméw
B nazywa czes$ciowe wyniki obliczen
» Translacja -~ wprowadza dodatkowe redeksy (niewystepujace w termie
zrodtowym), tzw. redeksy administratywne

» Redeksy administratywne moga by¢ zredukowane, prowadzac do
bardziej zwieztej postaci termu

» Programujac translacje, mozna wykona¢ wszystkie redeksy
administratywne w jednym przejsciu (uzywajac ewaluacji na poziomie
metajezyka do ich zredukowania)
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Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Strategie ewaluacji i réwnowaznos$¢ programéw

Przyktad

A X = Ak.k (Axk'.k' )
= Ak.ky

(Ax.xX)y = Ak.(Axk.kx)y k

<
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Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Strategie ewaluacji i réwnowaznos$¢ programéw

Translacja miedzy A, 1 A,

» Translacja “: Ay, = A,

X = X
Ax.t = Ak.k (Ax.t)
tith = )\kt_l(?\vvt_gk)

19



Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Strategie ewaluacji i réwnowaznos$¢ programéw

Translacja miedzy A, 1 Ay, c.d.

Whtasnosci termow w CPS:
» Niezaleznos¢ ewaluacji od strategii redukcyjnej jezyka definiujacego:

t(Ax.x) =) v & t(Ax.x) =5 v
» Symulacja ewaluacji:
t =5 vE tHAxx) =) d(v),

gdzie d(Ax.r) = Ax.T.
» Translacja:

M'EFr=s&AB'FFT=5&AR"F7=3
» Witasnos¢ zachowania rownowaznosci obserwacyjnej:
t(Ax.x)~,5(AX.X) = t~ps

» Odwrotna implikacja nie jest prawdziwa
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Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Strategie ewaluacji i réwnowaznos$¢ programéw

Interpreter dla A,

» Rozwazmy nieformalna definicje iterpretera dla rachunku lambda
(Jgzyka S):
E(Varx) =x
E(Apprs) = (E(r))(E(s))
E(Absf) =Av.E(fv)
» Jezyk definiujacy L — lambda rachunek z pewna strategia ewaluacji

» Kazda konstrukcja jezyka definiowanego jest modelowana przez te
odpowiadajaca ceche jezyka definiujacego

» Pytanie: jaka jest strategia, ktérag nadamy jezykowi definiowanemu?
Co sie stanie, jesli ja zmienimy?
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Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Strategie ewaluacji i réwnowaznos$¢ programéw

Interpreter dla A,

» Rozwazmy nieformalna definicje iterpretera dla rachunku lambda

(jezyka S):
E(Varx) =x

E(Apprs) = (E(r))(E(s))
E(Absf) =Av.E(fv)
» Jezyk definiujacy L — lambda rachunek z pewna strategia ewaluacji
» Kazda konstrukcja jezyka definiowanego jest modelowana przez te
odpowiadajaca ceche jezyka definiujacego
» Pytanie: jaka jest strategia, ktérag nadamy jezykowi definiowanemu?
Co sie stanie, jesli ja zmienimy?

> Jesli L jest CBN, to App (Abs (Axy.y)) Q ewaluuje do Ay.E(y)
> Jesli L jest CBV, to App (Abs (Axy.y)) Q) nie zatrzymuje sie
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Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Strategie ewaluacji i réwnowaznos$¢ programéw

Interpreter dla A, c.d.

» Przy uzyciu kontynuacji mozemy narzuci¢ konkretna strategie:

E(Varx)c=cx
E(Apprs)c=E(r)(Af.E(s)(Av.fvC))
E(Absf)c =c(Avel.E(fv)c)
» Whiosek: Semantyka jezyka Zrédtowego zalezy od semantyki jezyka
definiujacego — w tym przypadku nadalismy jezykowi zrédtowemu

semantyke aplikatywna przez jawne wyspecyfikowanie kolejnosci
obliczen za pomocg kontynuacji
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Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Strategie ewaluacji i réwnowaznos$¢ programéw

Interpreter ze Srodowiskiem

> Jesli nie chcemy uzywaé HOAS ani podstawienia, standardowym
rozwigzaniem jest interpreter ze Srodowiskiem (environment)

» uzycie Srodowiska umozliwia “opdznione podstawienie” — dopiero
wtedy, gdy ewaluacja dotrze do zmiennej, wybieramy ze Srodowiska
to, co nalezato podstawi¢ (domkniecie)

» domkniecie (closure) jest para (term, Srodowisko)

» Srodowisko jest lista par (zmienna, domkniecie)

e=-1] (x,c):e
c:=(t,e)
» Interpreter ze Srodowiskiem:
E(Var x) e = 1lookup € x
E(Apprs)e=(E(r)e)(E(s)e)
E(Abs(x, r))e =Av.E(r) (extend x v €)
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Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Ewaluacja w kontekstach
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Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Ewaluacja w kontekstach

Semantyka redukcyjna

» Semantyka matych krokéw
» Jawny kontekst obliczeh

> Otrzymywana bezposrednio z definicji pojecia redukcji i redukgji
jednokrokowej

25



Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Ewaluacja w kontekstach

Strategia w A, za pomoca kontekstow

» Konteksty wyrazaja reguty kompatybilnosci:

r—,s
ru—p,su

» Sktadnia kontekstow:
Cn =111 Gulllt]
» Semantyke kontekstéw definiuje funkcja wstawiania:
[l =r
Culllsllrl = Cyl(rs)]

» Wodwczas strategie ewaluacji mozna przedstawi€ nastepujaco:
Cul(Ax.r) sl —p Culr [s/x]]

26



Ewaluacia w kontekstach
Semantyka redukcyjna, c.d.

vV vV.v v Vv

gramatyka termow

gramatyka kontekstéw

funkcja wstawiania

pojecie redukcji (jeden krok obliczenia)

wartosciami sg termy, ktdre nie s3 redeksami i ktére nie dadzg sie
zapisa¢ w postaci C[t]

27



Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Ewaluacja w kontekstach

Strategia w A, za pomoca kontekstow

» Mamy 2 reguty kompatybilnosci:
_rovs
ru—,su
r—ys
VI—y, Vs
» Sktadnia kontekstéw:
Co=1[11 Gllltl | Cylvll]
» Definicja funkcji wstawiania:
[l =r
Cyll1s]lr] = Cylrs]
Colv [Ilr] = Cylvr]

» Wodwczas strategie ewaluacji mozna przedstawi€ nastepujaco:

Col(Ax.r) vl —, Cylr [v/x]

28



Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Ewaluacja w kontekstach

Wtasnos¢ jednoznacznego rozktadu

» Jesli strategia jest deterministyczna, to mamy witasnosc
jednoznacznego rozktadu:

Semantyka redukcyjna ma wifasnosc¢ jednoznacznego rozktadu, jesli dla
kazdego termu t niebedacego wartoscia, istnieje doktadnie jeden kontekst
C i doktadnie jeden (potencjalny) redeks r taki, ze C'[r] = t.

» Semantyka przy CBV i CBN ma wtasnos¢ jednoznacznego rozktadu.

29



Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Ewaluacja w kontekstach

Potencjalne redeksy

» Redeksem potencjalnym nazywamy term, ktéry moze by¢ albo
redeksem witasciwym, albo termem “niepoprawnym” w sensie
semantyki jezyka (“stuck term”).

» Rozwazmy rozszerzenie A, o state liczbowe [n] istata S
reprezentujaca operacje nastepnika.

» Wartosci: v:=Ax.r | [n]
» Potencjalne redeksy: r:=vt | Sv
» Dodatkowe reguty redukcji:

Sin]l —n [n+1]

» Termy postaci [n] r lub SAx.r sa poprawne sktadniowo, ale
niepoprawne semantycznie — nie mozna ich ewaluowac, ale nie s3
poprawnymi wartosciami

30



Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Ewaluacja w kontekstach

Interpreter

» Semantyka redukcyjna prowadzi do nastepujacej implementacji
procesu ewaluacji:
Napisz funkcje dekomponujaca term na redeks i kontekst
Wykonaj [3-redukcje
Wstaw zredukowany term do kontekstu
Powtarzaj az do osiagniecia wartosci (jesli istnieje)

31



Ewaluacja w jezykach funkcyjnych

“Refocusing” — optymalizacja ewaluacji

to t1 to

33



Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Ewaluacja w kontekstach

“Refocusing” — optymalizacja ewaluacji

\ V\ V\
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Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Ewaluacja w kontekstach

“Refocusing” — optymalizacja ewaluacji

(o]
refocus B refocus

» “refocusing” — optymalizacja ciagu redukcji (bez rekonstrukcji terméw
posrednich)

» refocus — funkcja przejscia miedzy stanami
» stan = (term, kontekst)

» przechodnie domkniecie funkcji refocus (iteracja) — (prawie) maszyna
abstrakcyjna

33



Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Maszyny abstrakcyjne
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Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Maszyny abstrakcyjne

Maszyny abstrakcyjne

» Abstrakcyjny model implementacji jezyka lub symulacji wykonania
programu wedtug pewnej strategii
» Maszyna abstrakcyjna jest okreslona jako funkcja przejscia miedzy
stanami (konfiguracjami):
m stan okresla chwilowy stan obliczen (facznie z ewentualnym stanem
zasob6w potrzebnych do wykonania tych obliczen)
m mozliwe przejScia miedzy stanami okresla funkcja przejscia
(determinizm)
m wyrézniamy stan poczatkowy i stan koncowy (lub stany kohcowe)

» Maszyna abstrakcyjna jest abstrakcyjnym modelem, ktéry moze
pomijaC pewne szczegdty implementacyjne, zaleznie od zastosowania
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Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Maszyny abstrakcyjne

Maszyna Krivine'a z podstawieniem

» Wartosci: v = Ax.t
» Konteksty ewaluacyjne: E z:=1[] | El[[]t]
» PrzejScia maszyny:

t = (t, [])
(Ax.t, E[[1t']) = (t[t'/x], E)
(ti tr, E) = (t1, Ell] t2])
(v, [I) = v
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Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Maszyny abstrakcyjne

Maszyna Krivine’'a ze Srodowiskiem

» Wartosci: v = (Ax.t, €)
> Srodowisko: € = €empty | €lx — (t, €)]
» Konteksty ewaluacyjne: E :=[] | ARG(t,e, E)

» PrzejScia maszyny:

t t) eempty, H)
(x, e, E)

(Ax.t, e, ARG(t', €', E)) t, elx — (t', e")], E)
)
[1)

(tito, e, E t1, e, ARG(f2, e, E))

(Ax.t, e,

t, e', E) gdzie e(x) =

(, e)
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Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Maszyny abstrakcyjne

Strategia maszyny Krivine'a

» Maszyna Krivine'a jest poprawna wzgledem semantyki matych krokdéw

Twierdzenie
Dla kazdego programu t € A,

t —>Z vV & (t, Eempty []) =" (Vl,e),

gdzie (v’ e) reprezentuje wartosc v.

» Strategia maszyny symuluje strategie —,

» Kazda tranzycja w maszynie odpowiada albo (3-redukcji, albo regule
kompatybilnosci, ktéra wybiera nastepny podterm do ewaluacji

40



Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Maszyny abstrakcyjne

Srodowisko a podstawienie

Realizacja p-redukcji:

» przez podstawienie

Ax.t)s — t[s/x]

» przez srodowisko

(Ax.t, e, ARG(t, &', E))
{x, e, E)

(t, elx — (t’, e')], E)

=
= (t', e/, E) gdzie e(x)=(t', e’)

41



Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Maszyny abstrakcyjne

Srodowisko a podstawienie, c.d.

» Srodowisko:
B nie ma potrzeby wykonywac o-przemianowanie
m umozliwia rozumowanie przez indukcje strukturalng na termach
m podczas ewaluacji, termy nie ulegaja zmianie, wiec moga by¢
kompilowane
» Podstawienie:
B meta-operacja
m brak zwigzku z praktyczna technika implementacji — srodowiskiem, co
utrudnia wnioskowanie o wtasnosciach implementacji

42



Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Maszyny abstrakcyjne

Maszyna CEK ze Srodowiskiem
» Wartosci: v u= [x, t, €]
> Srodowisko: € i= €empty | €[x — V]
» Konteksty: F == [] | ARG(t,e,E) | FuN(v,E)

» PrzejScia maszyny:

t = (t €empty) E>eval
<X> €, E)eval = <E> >apply
O‘XI» é, E)eval = <E> X, t, e )apply
(tl t2> €, E)eval = (t €, ARG t2,€ E))eval
<ARG(t,e»E)) V>apply = (t) €, FUN v E)>eval
<FUN([X, t, e],E), V>apply = (f, X = V E)eval
([]) V>apply = Vv
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Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Maszyny abstrakcyjne

Strategia maszyny CEK

» Maszyna CEK jest poprawna wzgledem semantyki matych krokéw

Twierdzenie
Dla kazdego programu t € A\,

t ﬁ?; vV & <t, €empty H> =" (v',e),

gdzie (v’ e) reprezentuje wartosc v.

» Strategia maszyny symuluje strategie —,

» Kazda tranzycja w maszynie odpowiada albo (3-redukcji, albo regule
kompatybilnosci, ktéra wybiera nastepny podterm do ewaluacji
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Maszyny abstrakeyjne
Maszyna SECD

v Yy

v

v

Pierwsza maszyna abstrakcyjna dla lambda rachunku (Landin '64)
Konfiguracja maszyny (S, E, C, D) zawiera:

m stos wartosci S

m Srodowisko E

m kod C

m stos D

Ekstensjonalnie réwnowazna maszynie CEK (strategia CBV)
Intensjonalnie realizuje inny model implementacyjny niz CEK
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Maszyny abstrakeyjne
Maszyna SECD, c.d.

(x,t el =S, E, - (S E',C',D

((Ax.t,E') =

(S, E, x=
(S, E, Ax.t:
vieS E, ap:
Sy, 5, (78)) &

<V 5 eempty» )

ﬁﬁﬁﬂ

D’)

t

)
D)
D)
D)
D)
)

N N I T S S

y Cempty, )'>

[xte :S!VE! C!, DY)
E(x)=S,E, C, D)
()\xtE :S,E, C, D)
,EX»—>V t, (S,E,C,D))
S,E,szrzap:C,D)

v

(
(
(E(
(
(
(
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Ewaluacja w jezykach funkcyjnych Maszyny abstrakcyjne

Maszyna SECD vs. CEK

» SECD: W momencie wywotania funkcji biezacy stan maszyny jest
zachowywany na stosie
» CEK: Kontekst jest rozszerzany w momencie ewaluacji funkgcji i
argumentu; wywotanie funkcji zawsze zmniejsza kontekst
» Te wiasnosci powoduja, ze maszyny konsumuja rézng ilos¢ miejsca na
kontekst:
m Ewaluacja Q jest nieskonczona na obu maszynach
m llo$¢ miejsca na stos konsumowana przez CEK w tej ewaluacji jest
ograniczona
m Stos w SECD rosnie nieograniczenie z kazdym wywotaniem funkgji
» Srodowisko moze rosnaé nieograniczenie w obu przypadkach (te wade
mozna wyeliminowac)
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