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Rachunek lambda Sktadnia

Zastosowania rachunku lambda

» jezyk symboliczny do formalizacji matematyki (Church)

» model obliczeniowy w teorii obliczalnosci, réwnowazny maszynom
Turinga

v

prototypowy jezyk programowania — z typami; bez typow
modelowy jezyk programowania (semantyka, implementacja)

jezyk symboliczny do zapisu dowoddéw w logice, do formalizacji
ekstrakgji programéw z dowodéw (izomorfizm Curry-Howarda)

v

v



Rachunek lambda Sktadnia

Literatura
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Rachunek lambda Sktadnia

Sktadnia

>

Zaktadamy, ze dany jest nieskonczony, przeliczalny zbiér V nazw
zmiennych.
Termami rachunku lambda nazywamy elementy najmniejszego zbioru
spetniajacego warunki:

m kazda zmienna jest termem

m jesli x jest zmienng i t jest termem, to (Ax.t) jest termem

m jesli £ i s sg termami, to (ts) jest termem
Term postaci (Ax.t) nazywamy lambda abstrakcja, a term postaci
(ts) aplikacja.
Nawiasy mozna opuszcza¢ wtedy, gdy nie powoduje to
dwuznacznosci, przyjmujac zasady:

m abstrakcja wigze do prawej, np. Ax.Ay.t = Ax.(Ay.t) = Axy.t

m aplikacja wiaze do lewej, np. rst = (rs)t
Abstrakcja Ax.t reprezentuje funkcje fun x -> t; term t nazywamy
ciatem abstrakeji (funkgcji). Aplikacja r s reprezentuje aplikacje termu
(funkcji) r do argumentu s.



Rachunek lambda Sktadnia

Sktadnia, c.d.

» W skrécie zbidr termdéw zapisujemy uzywajac notacji BNF:
t:=x|Ax.t|tt
» Oznaczmy przez A zbiér terméw rachunku lambda. Indukcyjna
definicje tego zbioru mozemy réwniez zapisa¢ uzywajac regut dedukcji:
xeV
X€eEAN

xeV teA
Ax.t €A

teA reA
treA




Rachunek lambda Sktadnia

Zmienne wolne | zwigzane

>

Lambda abstrakcja Ax.t wiaze zmienna x w termie t.

> Zmienne wystepujace w termie, ktére nie sg zwigzane przez zadna

lambda abstrakcje, nazywamy zmiennymi wolnymi.
Zbiér zmiennych wolnych FV/(-) w danym termie definiujemy
formalnie:
FV(x) = {x}
FV(Ax.t) = FV(t) \ {x}
FV(rs)=FV(r)UFV(s)

Term t nazywamy zamknietym (réwniez: kombinatorem), jesli
FV(t)=0.

Pojecie zmiennej wolnej/zwiazanej jest zalezne od konkretnego
wystapienia tej zmiennej w termie, np. w termie x (Axy.x y) zmienna
x wystepuje jako wolna i jako zwigzana.



Rachunek lambda Sktadnia

x-rownowaznosc

» Kiedy dwa termy sa réwne (syntaktycznie)?

» Intuicyjnie, Ax.x oznacza "te samg funkcje"(a wiec "ten sam term")
COAy.y.

» Przyjmuje sie, ze dwa termy sa syntaktycznie réwne, jesli réznia sie
tylko nazwami zmiennych zwigzanych.

> Jesli dwa termy sa réwne, to jeden mozna otrzymac z drugiego przez
przemianowanie zmiennych zwiazanych (tzw. o-przemianowanie).

» Piszemy t =4 s dla oznaczenia réwnosci terméw t i s modulo
o-przemianowanie.

» Relacja a-réwnowaznosci jest relacja réwnowaznosci.

» Odtad bedziemy utozsamiaé dwa termy o-rownowazne, tj. bedziemy
operowac na klasach abstrakgcji relacji o-réwnowaznosci.
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Rachunek lambda Sktadnia

Konwencja Barendregta

(Zatozenie o zmiennych)

W dowolnym kontekscie wystepowania termow rachunku lambda
zaktadamy, ze zadna zmienna nie moze wystepowac jednoczesnie jako
zmienna wolna i zmienna zwiazana. W razie koniecznosci dokonujemy

o-przemianowania zmiennych zwiazanych.

» Cwiczenie: napisz funkcje weryfikujaca, czy powyzsza zasada jest
zachowana dla danego termu, i w razie potrzeby sprowadzajaca term
do pozadanej postaci (zaktadamy istnienie funkcji dostarczajacej

"Swiezych" nazw zmiennych).
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Rachunek lambda Sktadnia

Podstawienie

» Obliczenia w rachunku lambda opieraja sie na regule p-konwersji,
ktéra z kolei polega na metaoperacji podstawienia

» s [t/x] oznacza term otrzymany przez zastgpienie wszystkich wolnych
wystapien zmiennej x w termie s przez term ¢

» Formalnie:
x[s/yl =x jesli x £y
x[s/x]=s
(Ax.t) [s/y] = Ax.(t [s/y])
(rt)[s/x]=rls/x]t[s/x]
» GdybySmy nie przestrzegali konwencji Barendregta, mogtoby dojs¢ do

btednego podstawienia i zwigzania zmiennej wolnej (variable capture),
np. (Ay.xy) [y/x] nie powinno by¢ réwne Ay.y y!

12



Rachunek lambda Sktadnia

Podstawienie, c.d.

» W definicji podstawienia, w przypadku abstrakcji zapewnienie
spetnienia konwencji mozna osiagna¢ nastepujaco:

Ax.(t [s/y]) jeslix Ay Ax ¢ FV(s)
(Ax.t) [s/yl =9 Ax'.(t [x'/x]) [s/y] w przeciwnym razie

(x' - "Swieza" zmienna)

» “Swieza” zmienna to zmienna niewystepujaca w dotychczas
uzywanych termach

13



Rachunek lambda Sktadnia

Lemat o podstawieniu

Lemat
Dla wszystkich termow s, t, u i dla wszystkich zmiennych x,y takich, ze

x#yix¢FVu),

(s [t/x1) [u/y) = (s [u/y]) [(t [u/y])/X]

Dowdd.
Indukcja po strukturze termu s. []

14



Rachunek lambda Sktadnia

Warianty sktadni

» W definicji termu uzywaliSmy nazw zmiennych pochodzacych z blizej
nieokreslonego, przeliczalnego zbioru V.

» W szczegdlnosci, jedynymi relacjami, jakie wprowadziliSmy na zbiorze
V/, sa: relacja réwnosci i jej dopetnienie.

» Mozna rozwazac bardziej konkretne zbiory nazw zmiennych, ktére
pozwalaja na uproszczenie definicji, a w szczegdlnosci zapewnienie

zachodzenia konwencji Barendregta i unikniecie potrzeby generowania
"Swiezych" zmiennych.
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Rachunek lambda Sktadnia

Indeksy de Bruijna

» Przyjmujemy V =N.
» Zbiér termoéw definiujemy nastepujaco:

t:=n|At]tt,

gdzie n € N.

» Kazde wystgpienie zmiennej n w termie oznacza odwotanie do n-tej
obejmujacej te zmienng abstrakcji, liczac od srodka termu

» Np. A0 odpowiada Ax.x, AA1 odpowiada Ax.Ay.x.

» Notacja z indeksami de Bruijna jest najwygodniejsza w przypadku
rozwazania terméw zamknigtych.

16



Rachunek lambda Sktadnia

Indeksy de Bruijna, c.d.

» Znaczenie indeksom nadajemy przez odpowiednie zdefiniowanie
operacji podstawienia:

(rs) [t/n) = (r[t/n]) (s [t/n])
(Ar) [t/n] =AN(r [t/n+1])

m—1 n>m
m[t/n]{ ug(t) n=m

m n<m

ull(Ar) = A(ul' ()

n m+n—1 m>i+1
up(m) = m m<i



Rachunek lambda Sktadnia

Indeksy de Bruijna, c.d.

» W przypadku termoéw zamknietych definicja podstawienia jest o wiele
prostsza:
m n<m
m[t/n]—{ t n=m
(Ar) [t/nl =A(r [t/n+1])
(rs) [t/nl = (rlt/n]) (s [t/n])
> t jest zamkniety
> zawsze m > n

18



Rachunek lambda Sktadnia

Warianty sktadni - poziomy de Bruijna

» Przyjmujac te sama definicje termdw, jak poprzednio:
t:=n|At|tt,

mozemy okresli¢ wystapienie zmiennej n odwrotnie niz poprzednio,
wigzac je z n-tg lambda abstrakcja obejmujaca dane wystapienie
zmiennej n, ale liczac od zewnatrz.

» Np. AAO oznacza Axy.x.

» Plusy: ta sama zmienna w kazdym miejscu jej wystapienie ma ten
sam "“indeks” (przeciwnie do indekséw de Bruijna).

» Minusy: w przypadku podstawienia, wszystkie zmienne trzeba
odpowiednio przenumerowac.
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Rachunek lambda Sktadnia

Notacja mieszana

» W przypadku terméw otwartych, wygodnie jest uzywac¢ notacji, w
ktorej zmienne zwigzane sa reprezentowane jako indeksy de Bruijna, a
zmienne wolne jako zmienne nazwane (abstrakcyjne).

» Zbiér terméw definiujemy nastepujaco:
t:=n|x|At]|tt.

» Wiecej na ten temat np.: Xavier Leroy "A locally nameless solution to
the POPLmark challenge”.

20



Rachunek lambda Sktadnia

Teoria A3

» Rachunek lambda mozna przedstawi¢ jako teorie, czyli zbiér formut
zamkniety ze wzgledu na pewne reguty wnioskowania.

» Formutami sg réwnosci miedzy termami s = t.
» System wnioskowania definiuja reguty:

S=u r=s s=u
s=s u=s =
s=r
(Ax.t)s =t [s/x] st=rt
s=t s=t
rs=rt AX.S = Ax.t

» Piszemy AR F t = s, jesli istnieje dowod formuty t = s w powyzszym
systemie dowodzenia.
» Dowodem nazywamy skofAczone drzewo wyprowadzenia danej formuty.

21



Rachunek lambda Sktadnia

SpdjnosE i rozstrzygalnose teorii A3

Z punktu widzenia zastosowan rachunku lambda, nastepujace pytania beda
nas interesowac:
» czy AP jest spdjna, tj. czy istnieja termy zamkniete r, s takie, ze
formuta r = s nie jest wyprowadzalna w A7
> czy AP jest zupetny, tj. czy dla kazdej formuty r = s, zachodzi
ABF r=slub AR +{r = s} jest niespdjna?
> czy rownos¢ = jest rozstrzygalna w A7

22



Rachunek lambda Sktadnia

Przyktad

» Niech K =Axy.x i I =Ax.x.

» Pokazemy, ze AR F K =1.

» K=1- VxyKxy =Ixy

» Kxy = x, Ixy = xy

» Kxy =Ixy - x =xy

» WeZzmy x =1, wéwczas I =1y =y

> SprzecznosE.



Rachunek lambda Sktadnia

Konteksty

v

Kontekstem nazywamy “term z dziurg”

v

Dowolny kontekst jest izomorficzny z termem nalezacym do
gramatyki:
C:=I[1Cllt| Clell | Cx.1]

v

Kazda para (t, C') definiuje nowy term C[t]

v

Krotki zapis ostatnich 4 regut systemu wnioskowania dla Af3:

Cl(Ax.r)s] = Clr [s/x]]

24



Rachunek lambda Sktadnia

Przejrzystos¢ referencyjna (referential transparency)

Lemat
Dla dowolnych termdw r,s i dla dowolnego kontekstu C',

r=s— Clr] = C|s].

25



Rachunek lambda Sktadnia

Ekstensjonalnos¢ | n-redukcja

> W teorii AB rownos¢ = jest intensjonalna, tzn. dwa termy sa réwne,
Jesli sa zapisem "tego samego algorytmu".

» Przyktad: gdy x € FV/(r), Ax.rx # r, chociaz (Ax.rx)s =rs. (Ale
jeslir=Ay.r'ix ¢ FV(r'), to Ax.rx=r.)

» Jak osiagnac ekstensjonalnosé?
Mozna do systemu AR doda¢ odpowiedni aksjomat (regute i), np.

Ax.rx=r, jeslix¢g FV(r)
albo, réwnowaznie:

jeslix & FV(rs).

26



Rachunek lambda Sktadnia

Kombinatory punktu statego

» Kombinatorem punktu statego nazywamy term R taki, ze dla
dowolnego termu s mamy

Rs=5(R5s)

» Rs jest punktem statym termu s.
» Przyktady:
m Kombinator Curry’ego: Y := Af.(Ax.f (xx)) (Ax.f (xx))
m Kombinator Turinga: © := A A, gdzie A:=AxAy.y (xxy).
m Kombinator Klopa: Yy :=LLLLLLLLLLELELEILILELLLLLLLLL, gdzie
L = Aabcdefghijklmnopgstuvwxyzr .r (thisisafixedpointcombinator).

27



Rachunek lambda Sktadnia

Przyktad

v

Jak skonstruowac term spetniajacy pewne réwnanie statopunktowe?

v

Przyktad: Znalez¢ term t taki, ze dla dowolnego s

ts=st.

v

t moze by€ takie, ze t = Ay.y t

v

t jest punktem statym termu F = AxAy.y x (Ft =Ay.yt=1)
Zatem t:=Y F

v
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Rachunek lambda Redukcja

Przepisywanie termdéw - podstawowe pojecia

> Zbiér podtermoéw danego termu definiujemy jako najmniejszy zbiér
spetniajacy warunki:
m kazdy term jest swoim podtermem
m jesli s jest podtermem u, to s jest podtermem Ax.u
m jesli s jest podtermem u, to s jest podtermem ut oraz s jest
podtermem t u

» Pojeciem redukcji na dowolnym zbiorze terméw nazywamy relacje
binarng na tym zbiorze: R C A2.

» Na podstawie pojecia redukcji definiujemy relacje redukgji
jednokrokowej —gC A? jako kompatybilne domkniecie pojecia
redukcji, czyli najmniejsza relacje zawierajaca R | zamknieta ze
wzgledu na konstruktory termow.

» Relacja — g definiuje przepisanie termu za pomoca relacji (requty) R.

30



Rachunek lambda Redukcja

-redukcja

» W lambda rachunku definiujemy pojecie B-redukcji jako relacje Rg
zadana regufa:
(Ax.t)s —=p t [s/x],

lub inaczej:
Rg =1{((Ax.t)s, t[s/x]):s,t € A;x € V.

» Term postaci (Ax.t)s nazywamy B-redeksem.

» Na podstawie pojecia redukcji definiujemy relacje redukcji
jednokrokowej — g, (w skrécie —):

(s,u) € Rp r—s
S—u ru—su
r—s r—s

ur—us AX.r — AX.S

31



Rachunek lambda Redukcja

[3-redukcja, c.d.

» Relacja — definiuje jeden krok obliczenia.
» Dalej definiujemy relacje:
B —" jako zwrotne i tranzytywne domkniecie —:

§—*s
r—s s—*t
r—*t
m =g jako zwrotne, symetryczne i tranzytywne domknigcie —, czyli

najmniejsza relacje réwnowaznosci zawierajacy Rg. Relacje =p
nazywamy [3-konwersja.

» Okazuje sig, ze = i =p definiujg tg samg relacje:

Twierdzenie.
AB F t = s wtedy i tylko wtedy, gdy t =g s. DJ

32



Rachunek lambda Redukcja

n-redukcja

» W podobny sposéb mozemy zdefiniowaé regute n-redukcji:
AX.FX =g I,

I regute n-ekspansji
I —mr AX.F X,

jesli x ¢ FV(r).

33



Normalizacja

>

Za pomoca relacji — mozemy generowac ciag termdw, startujac z
danego termu t:
t—=t = th — ..

B-redukcja definiuje "minimalny"krok redukcji (odpowiada
zastosowaniu funkcji do argumentu, a wiec "minimalny'postep
obliczenia). W kazdym kroku tworzenia ciagu t, ti, ... wykonujemy
Jedna B-redukcje.

Moéwimy, ze term t jest w postaci normalnej, jesli nie istnieje term s
taki, ze t — s, tj. gdy t nie zawiera zadnego p-redeksu.

Moéwimy, ze term t jest postacia normalna termu s, jesli s redukuje
sie do t w pewnej liczbie krokéw, i t jest w postaci normalnej.

Proces wyznaczania postaci normalnej termu nazwyamy normalizacj3.

Czy kazdy term ma posta¢ normalna?
Czy wybdr redeksu w kazdym kroku jest jednoznaczny?

34



Rachunek lambda Redukcja

Normalizacja — przyktady

> Ax.Ay.x y jest w postaci normalnej
» Niech O = (Ax.x x) (Ax.x x). Q nie ma postaci normalnej; generuje
nieskofczony ciag redukcji Q — Q — ...

» Niech K = Axy.x. Term KK Q ma posta¢ normalna, ale istnieje tez

nieskonczony ciag redukcji dla tego termu, w zaleznosci od wyboru
redeksu w kazdym kroku.

35



Normalizacja — strategie

|

Strategia redukcji nazywamy funkcje, ktéra przyporzadkowuje
kazdemu termowi niebedacemu w postaci normalnej pewien jego
podterm, ktory jest redeksem.

Moéwimy, ze dana strategia jest normalizujaca, jesli kazdy term osiaga
w tej strategii posta¢ normalna.

> Mowimy, ze term jest normalizowalny, jesli ma posta¢ normalng.
» Moéwimy, ze term jest silnie normalizowalny, jesli nie istnieje

nieskonczony ciag redukcji generowany przez ten term.

Mowimy, ze relacja redukcji jest stabo normalizujaca, jesli dla kazdego
termu istnieje strategia redukujaca go do postaci normalnej.

Méwimy, ze relacja redukcji — jest silnie normalizujaca, jesli kazdy
term jest w niej silnie normalizowalny.

B-redukcja nie jest ani silnie ani stabo normalizujaca. (Silna
normalizowalnos¢ mozna uzyska¢ wprowadzajac odpowiednie typowanie
termoéw, i rozwazajac tylko termy typowalne.)
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Rachunek lambda Redukcja

Posta¢ normalna

» Termy w postaci normalnej mozna scharakteryzowa¢ syntaktycznie.

» Term jest w postaci normalnej, jesli nalezy do zbioru terméw t,r
generowanych przez gramatyke:

the ==X | the tor

tnf = tne ‘ AX.tnf.

» Inaczej :
tor = AX.Y tor

37



Wtasnos¢ Churcha-Rossera

» Mowimy, ze relacja — ma witasnos¢ rombu, jesli dla dowolnych
terméw ty, o, t3, dla ktérych t;1 — tp i t1 — t3, istnieje term s taki,
ze ty — s oraz t3 — S.

» Mowimy, ze relacja — ma witasnos¢ Churcha-Rossera, jesli —* ma
wtasnos¢ rombu, tj. jesli dla dowolnych terméw ty, to, t3, dla ktdrych
t1 =% i t1 = t3, istnieje term s taki, ze tp —* s oraz t3 —* s.

Twierdzenie (Twierdzenie)
Relagja —gr, ma wtasnos¢ Churcha-Rossera.

Szkic dowodu.

Definiujemy relacje “réwnolegtej redukgji”, ktéra ma wtasnos¢ rombu.
Pokazujemy, ze (-redukcja jest tranzytywnym domknieciem réwnolegtej
redukcji. [Barendregt '80] O]

v
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Rachunek lambda Redukcja

Wtasnos¢ Churcha-Rossera, c.d.

» Wiasno$¢ CR zapewnia istnienie co najwyzej jednej postaci normalnej
dla kazdego termu.

> Jesli s =p t, to istnieje term v taki, ze s =" v it =" u.

» Dzieki wtasnoséci CR, mozemy pokazaé spdjnosc teorii AB:
WezZmy dwie rézne (nie-B-réwnowazne) postaci normalne s i t.
Zatézmy, ze AP+ s =t. Wowczas s =p t, wigc istnieje term u taki,
ze s —=* uit—*u. Poniewaz sit sa w postaci normalnej, wiec u

musi by¢ réwne s i u musi by¢ réwne t. Sprzecznos¢. Zatem
AMBFs=t.

39



Rachunek lambda Redukcja

Czotowa posta¢ normalna

» Niech 7 oznacza wektor ry,rz,...,r, dla pewnego n > 0.
» Kazdy term mozna zapisa¢ w postaci AX.y I albo AX.((Ay.s) t) 7.
» Term postaci
thnf = AX.Y T.
nazywamy czotowg postacig normalng
> W termie AX.((Ay.s) t) 7, redeks ((Ay.s) ) nazywamy redeksem
czotowym.

» Term moze mie€ wiele czotowych postaci normalnych, np.
(Ax.x (IT)) z ma dwie hnf: zIi z (I1).

» Kanoniczng czotowg postacig normalng nazywamy te z nich, ktérg
osiggamy przez redukcje czotowego redeksu w kazdym kroku.

» Staba czotowa posta¢ normalng definiujemy nastepujaco:
twhnf == X T | Ax.t

40



Rachunek lambda Redukcja

Standardyzacja

» Redeks nazywamy lewostronnym, jesli jest redeksem potozonym
najbardziej na lewo w danym termie (tj., jego A-abstrakcja zaczyna sie
najbardziej na lewo).

» Kazdy redeks czotowy jest lewostronny, ale nie kazdy redeks
lewostronny jest czotowy — wtedy nazywamy go redeksem
wewnegtrznym.

» Oznaczamy:

. s, gdy r — s przez kontrakcje redeksu lewostronnego
m i> s, gdy r — s przez kontrakcje redeksu czotowego
mrOs, gdy r — s przez kontrakcje redeksu wewnetrznego

41



Rachunek lambda Redukcja

Standardyzacja, c.d.

Twierdzenie

I
Dla dowolnego termu r, jesli r ma posta¢ normalna s, to r —* s.

Szkic dowodu.

Indukcja po rozmiarze s. Pokazujemy, ze dowolny ciag redukcji w termie

mozna symulowaé przez pewna liczbe redukcji czotowych, po ktérych
h i
nastepuja tylko redukcje wewnetrzne. Zatem r —* s’ —* s. Jesli

s=AX.y U, tos" =AX.yu', gdzie u/ —* u;. Stosujac hipoteze indukcyjna,
kazde z u,-’ redukuje sie lewostronnie do vu;. Ustawiajac je w odpowiedniej

/ /
kolejnosci, mamy s’ —* s, a zatem réwniez z r —* s. O]

.
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Rachunek lambda Redukcja

Reguty delta

» W celu zwiekszenia funkcjonalnosci rachunku lambda jako jezyka
programowania, mozemy rozszerza¢ sktadnie o state (moc
obliczeniowa pozostaje ta sama)

» Nastepnie musimy dodac¢ odpowiednie reguty redukcji modelujace
znaczenie tych statych

» Przyktad — dodanie wartosci logicznych i konstrukcji warunkowej:
t:=...|t]|f]if

» Pojecie redukcji:
iftrs —sr

iffrs—ss

» Alternatywnie, if mozna zdefiniowa¢ jako “forme specjalng” (wtedy
nalezy doda¢ odpowiednie reguty formujace nowe konteksty)
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Rachunek lambda Redukcja

Reguty delta, c.d.

Twierdzenie (Mitschke)

Niech b bedzie stata i R pewna n-arna relacja na zbiorze termow.
Whprowadzmy regute redukcji

dr —s s, gdy R(r,s).

Relacja 36 jest CR, jesli R jest zamknieta ze wzgledu na o-redukcje i
podstawienie.

» Przyktad: dodanie dtt — dg do lambda rachunku zaburza wtasnos¢
CR (reguta nie spetnia warunkéw twierdzenia, bo R(t,r) :=t = r nie
jest zamknieta ze wzgledu na p-redukcje)

» Kazde rozszerzenie, w ktérym w termy r, s sg zamkniete i w postaci
normalnej, zachowuja wtasno$¢ CR.
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Rachunek lambda Wyrazalnosé

Wyrazalno$¢ w rachunku lambda

» Rachunek lambda jako jezyk programowania jest zupetny w sensie
Turinga.

» Z tezy Churcha wynika, ze kazdy algorytm da sie zakodowaé w
rachunku lambda.
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Rachunek lambda Wyrazalnosé

Rekursja w rachunku lambda

Twierdzenie (Twierdzenie o punkcie statym)
Dla kazdego termu t, istnieje term x taki, ze

X =1X.

Dowadd.

Y t definiuje punkt staty termu t: Yt =g t (Y t). Dla @ mamy nawet
Ot —o*t(0t). O

v
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Rachunek lambda Wyrazalnosé

Operacje logiczne

» State logiczne:
[true| = Axy.x

[false] = Axy.y
» Konstrukcja warunkowa:
. { b jesli a=true
ifabc = .
c jesli a=false
[if]| =Axyz.xy z
» Sprawdzenie:
[if|[true|[b][c] —F [b]
[if|[false][b][c] —" [c]



Pary

[(a, b)] = Ax.x[a] [b]
[1711] = Ax.x [true]

[11o] = Ax.x [false]

[ ]([(a, b)]) =" [a
[m2]([(a, b)) =" [b]
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Rachunek lambda Wyrazalnosé

Numeraty Churcha

» Liczby naturalne mozemy reprezentowac jako funkcje (numeraty
Churcha):
[n] = Ax.f" x,

np. [0] = Afx.x, [1] = Mx.f x.
» Przyktadowe operacje:
[succ| = Anfx.f (nfx)
[zero?] = Ax.x (Ay.[false]) [true]

[succ][n] =% [n+ 1]
[zero?]|[0] —* [true]

[zero?][n+ 1] —* [false]
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Rachunek lambda Wyrazalnosé

Schemat reprezentacji

» Dla dowolnej sygnatury X, dla kazdego jej sortu definiujemy
roznowartosciowa funkcje [-]: T(X, V) — NF (NF — zbidr postaci
normalnych w A)

» Definiujemy schemat dla reprezentacji funkcji definiowanych przez
dopasowanie wzorca (pattern matching)

» Alternatywne kodowanie — z uzyciem numerowania Godla i
reprezentacji numeratdw
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Rachunek lambda Wyrazalnosé

Schemat reprezentacji

» Dana jest algebra A nad sygnaturg X; sygnatura zawiera:

m Zbioér sortéw
m Zbiér symboli (operacji) o okreslonych arnosciach i sortach argumentéw

v

Przyktad: sygnatura listy

Y ={A, L;nilt, cons A7t headt A, tailt 7ty

v

Wtasnosci listy okreslaja aksjomaty:
head(cons al) = a

tail(cons al) =1

v

Pytanie: majac dany kod dla konstruktordw, jak zakodowaé operacje
definiowanie przez aksjomaty?
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Rachunek lambda Wyrazalnosé

Schemat reprezentacji

» Definiujemy [-] : £ — NF jako funkcje réznowartosciowa w zbidr
postaci normalnych rachunku lambda

» Wezmy dowolny sort S z sygnatury i ponumerujmy jego konstruktory:
Cly.--rCm.
» Jesli ¢; jest konstruktorem sortu S o n argumentach, to

[C t1... fn—| = AX1 ... Xm. X [f1—| - [tn—|

» Funkcje definiowane przez "dopasowanie wzorca'(pattern matching)
kodujemy nastepujaco:

[match twith | c1—t1 | ... | Cm—tm] =

[t] (AX1 oo Xy TE1]) oo (AXT w2 Xy [Em )
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Rachunek lambda Wyrazalnosé

Schemat reprezentacji — przyktad list

» Kodowanie konstruktoréw:
[nil] = Axyx2.x1

[cons ab] = Axy1x0.x2 [a] [b]

» Kodowanie funkcji head i tail (head(nil) = nil i tail(nil) = nil):
[head] = Al [nil] (Aab.a)

[tail] = ALITnil] (Aab.b)
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Rachunek lambda Wyrazalnosé

Wyrazalno$¢ w jezykach programowania

Czy mozemy zapisa¢ powyzsze definicje w funkcyjnych jezykach
programowania?

» W jezykach funkcyjnych nie mamy dostepu do postaci wewnetrznej
funkcji

» W jezykach typowanych nie wszystkie konstrukcje sg syntaktycznie
dopuszczalne
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Rachunek lambda Wyrazalnosé

Przyktady (Ocaml)

» Definicje operacji logicznych:
let tt = fun xy -> x
let ff = funxy >y

let if_=funxyz ->xy2zZ
let and_ bl b2 = bl b2 ff
» Dziatanie:
# if_ tt 2 3;;
- ¢ int = 2

# and_ tt ff;;
- :2_a->"7""b ->?_b = <fun>
# if_ tt ff tt;;
- ?_a->"7_Db ->"_b = <fun>
» Nie mozemy zdefiniowaé wprost operatora Y':
let y = (fun £ -> (fun x -> f (x x)) (fun x -> £ (x x)))

# ... f (xx)

This expression has type ’a -> ’b but is here used with type ’a



Rachunek lambda Wyrazalnosé

Przyktady (Ocaml), c.d.

» Mozemy zdefiniowa¢ Y wykorzystujac typy rekurencyjne:
type ’a t =T of (Pa t -> ’a)

let fold x
let unfold

T x
function T f -> f

let y £ = (fun x -> £ (x (fold x))) (fun x -> £ ((unfold x)
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Rachunek lambda Wyrazalnosé

Wyrazalno$¢ w jezyku Scheme

Jezyk Scheme pozwala na czeSciowe obejscie wspomnianych problemoéw:
» jest beztypowy, a wtasciwie:
m typowany dynamicznie - w momencie definicji zmienna nie ma
okreslonego typu, mozna pod nia podstawia¢ dowolne obiekty
m kazdy definiowany obiekt ma typ, ktérego nie mozna "dopasowac" do
innego typu (np. funkcja jest funkcja i nie moze by¢ uzyta w miejsce
liczby)
» pozwala na identyfikacje funkcji przez jej nazwe w przypadku, gdy
wartosciag wyrazenia jest obiekt wczesniej zdefiniowany — obiekt
rezydualny (wszystkie wartosci s3 w rzeczywistosci wskaznikami)

» nie pozwala na identyfikacje funkcji w przypadku konstruowania
nowej, anonimowej funkcji
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Rachunek lambda Wyrazalnosé

Ultrakrétki kurs jezyka Scheme

A —term | sktadnia Scheme’a

X X
Ax.t (lambda (x) t)
Axy.t (lambda (xy) t)

rs (rs)

» Napisy, liczby naturalne - reprezentowane standardowo: 2, “scheme”
» Wartosci i operacje logiczne: #t,#f,if, and, or
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Rachunek lambda Wyrazalnosé

Ultrakrétki kurs jezyka Scheme, c.d.

» Mechanizm cytowania pozwala na reprezentowanie kodu programu
Jako danej: quote

> (lambda (x) x)
#<procedure>

> (quote (lambda (x) x))
(lambda (x) x)

» Pary i listy:
> (cons 2 3)
(2 . 3)
> (list 2 #t (lambda (x) x))
(2 #t #<procedure>)
> (car (cons 2 3))

(cdr (comns 2 3))

w Vv N



Przyktady (Scheme)

(define tt (lambda (x y) x))
(define ff (lambda (x y) y))
(define if_ (lambda (x y z) (x y 2)))
(define and_ (lambda (x y) (x y ££)))

> (if_ tt 2 ff)
2

> (and_ tt ff)

#<procedure:ff>

Operator eq? wskazuje na identycznos¢ fizyczna obiektdw:

> (eq? ff ((lambda (x) x) ff))
#t

> (eq? ff (lambda (x y) y))
#f
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Rachunek lambda Wyrazalnosé

Kodowanie sygnatur za pomoca par

» Alternatywny schemat reprezentacji polega na kodowaniu struktur
danych jako par

» Np. kodowanie konstruktoréw list:
[nil] = Ax.x

[consab| = [(a, b)]
» Kodowanie funkcji head i tail (head(nil) = nil i tail(nil) = nil):

[head] = ]

[tail] =[]
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Wyrazainose
Reprezentacja struktur danych w Scheme’ie

» Strukture danych reprezentujemy jako (zagniezdzong) pare lub liste

» Pary i listy s3 obserwowalne

» Do obstugi danych stuza funkcje — konstruktory i akcesory

(define
(define
(define
(define
(define

(make-tree label lson rson) (list label lson rson))
(label t) (car t))
(1son t) (cadr t))
(rson t) (caddr t))
(height t)
(if (null? t) O
(if (pair? t) (+ 1 (max (height (lson t))
(height (rson t)))) 1)))
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Rachunek lambda Wyrazalnosé

Definiowalnos¢ funkcji numerycznych

» Moéwimy, ze funkcja catkowita f : N — N jest definiowalna w
rachunku lambda, jesli istnieje term F taki, ze

Flng][n2]...[nm] =" [f(n1,n2,...,nm)],

dla dowolnego systemu numerycznego kodujacego liczby naturalne.
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Rachunek lambda Wyrazalnosé

Definiowalnos¢ funkcji rekurencyjnych

Twierdzenie
Wszystkie funkcje rekurencyjne sa definiowalne w lambda rachunku. J

» Klase funkcji rekurencyjnych definiujemy jako najmniejszy zbidr
zawierajacy funkcje poczatkowe: zerowania, nastepnika i rzutowania, |
zamkniety ze wzgledu na ztozenie, rekursje prosta i operacje
minimum.

» Np. kazda z funkcji poczatkowych jest definiowalna:
T = AX1 .. XpoXi

S = Ax.suc x

Z = AX.zero
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Rachunek lambda Wyrazalnosé

Definiowalnos¢ funkcji rekurencyjnych, c.d.

Twierdzenie (Kleene)

Funkcja numeryczna jest definiowalna w lambda rachunku wtedy i tylko
wtedy, gdy jest rekurencyjna.

» Jesli rozszerzymy definicje funkcji definiowalnej na funkcje czeSciowe:
Funkcja czesciowa f : N™ — N jest A-definiowalna, jesli istnieje term

F taki, ze:
FInl[n]...[nm| =% [f(mna...nm)],9dy f(n,...,nm) okreslone,
F [ni][n2]...[nm] nie ma hnf, gdy f(ny,...,nm) nieokreslone,

woéwczas mamy réwnosé zbiordw funkcji A-definiowalnych i czeSciowo
rekurencyjnych.

» Z tezy Churcha-Turinga (f jest czeSciowo rekurencyjna & f jest
obliczalna w sensie Turinga) wynika wiec, ze wszystkie "efektywnie
obliczalne” funkcje dadzg sie zakodowa¢ w rachunku lambda.
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Rachunek lambda Wyrazalnosé

Problemy rozstrzygalnosci

Twierdzenie (Scott)

Niech A bedzie nietrywialnym podzbiorem /\, zamknietym ze wzgledu na
rownosé. Wowczas A nie jest zbiorem rekurencyjnym, tzn. nie istnieje
maszyna Turinga, ktora dla danego elementu zatrzymuje sie z informacja,
czy ten element jest w zbiorze A czy nie.

» Problem istnienia postaci normalnej termu jest nierozstrzygalny (tj.
zbiér {t € A : t ma posta¢ normalna} nie jest rekurencyjny), ale jest
semi-rozstrzygalny

» Problem: dla danych r,s, czy r = s, jest nierozstrzygalny.
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Rachunek lambda Wyrazalnosé

Autoewaluacja

» W rachunku lambda mozemy zakodowa¢ termy rachunku lambda:

[x] = Aabc.ax
[rs] =MAabc.b[r][s]
[Ax.r] = Aabc.c (Ax.[r])

» Zmienne a, b, ¢ sa "Swieze" (nie wystepuja po lewej stronie réwnan)
» W przypadku A-abstrakcji do zwiazania zmiennej uzywamy HOAS
(higher-order abstract syntax)

» Wodwczas zwiazanie zmiennej w abstrakcji-danej osiagamy przez
zwigzanie zmiennej w abstrakcji-kodzie

» Taka reprezentacja odpowiada np.

type term = Var of var | App of term * term
| Abs of (term -> term)
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Rachunek lambda Wyrazalnosé

Autoewaluacja, c.d.

» Ewaluator — term E taki, ze dla kazdego termu r:

Efr] =% r

v

Reduktor (reducer) — term R taki, ze dla kazdego termu r:
RTP1 = [t (r)]
Autoewaluator:
E =Y (Aem.m(Ax.x) (Amn.(em) (en)) (Am.Av.e (mv)))

v

» Lub inaczej:
E(Varx) =x
E(Apprs) =E(r) E(s)
E(Abs(r)) = Ax.E(r x)

» Redukcje w jezyku reprezentowanym sa wykonywane na

metapoziomie; strategia zalezy od strategii w metajezyku
Zrédto: T. Mogensen "Efficient Self-Interpretation in Lambda
Calculus”

v
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Rachunek lambda Wyrazalnosé

Reduktor (program normalizujacy)

Nieformalnie, reduktor mozemy zapisa¢ jako R(r) = snd(Ry(r)), gdzie:

Ro(Var x) = x
Ro(Apprs) = (fst(Ror)) (Ros)
Ro(Absr) = (Av.Rg(rv), Abs(Aw.snd((Av.Ry(r v)) (P(Var w)))))

P(r) = (Av.P(Appr(snd(v))),r)
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Rachunek lambda Rachunek kombinatoréw

Plan
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m Rachunek kombinatoréw
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Rachunek lambda Rachunek kombinatoréw

Rachunek kombinatoréw (logika kombinatoryczna)

» Formalizm oparty na kombinatorach (Curry, Schonfinkel)
» Alternatywny dla rachunku lambda — brak wiazania zmiennych

» Rachunek lambda - model dla jezykéw programowania, rachunek
kombinatoréw - model dla implementacji
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Rachunek lambda Rachunek kombinatoréw

Sktadnia

» Zauwazmy, ze dla dowolnego termu otwartego r (FV/(r) = X), istnieje
term zamkniety t taki, ze

=

tX=r

» Wystarczy wzia¢ t = AX.r

» Réwnowaznie, term t mozna skonstruowaé tylko za pomoca dwdch
kombinatoréw i aplikacji
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Rachunek lambda Rachunek kombinatoréw

Sktadnia, c.d.

» Termy rachunku kombinatoréw:
r=x|rr|S|K

» Aplikacja wigze do lewej

» Wszystkie wystapienia zmiennych w termach sa wolne (nie ma
operatora wigzania)
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Rachunek lambda Rachunek kombinatoréw

Whnioskowanie w CL

» System wnioskowania definiuja reguty:

S=u r=s S=1u

S=S u=s:s r=u

Krs=r Srst=(rt)(st)
S=r s=t¢
st=rt rs=rt
» Przyktad: Mozemy zdefiniowa¢ I := SKK, poniewaz
Ix = SKKx = (Kx)(Kx) = x.

» W CL definiujemy réwniez relacje redukcji przez skierowanie réwnan
(podobnie jak w AB), np. SKKK — (KK)(KK) - K
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Rachunek lambda Rachunek kombinatoréw

Translacje

» Termy rachunku lambda mozna zdefiniowa¢ w rachunku
kombinatordéw:

X=X AX.r:=AxT TrS: =TS
N x.x :=SKK
Nx.r:=Kr jeslix ¢ FV(r)

A*x.rs:= S(A*x.r)(A*x.s)
» W druga strone:

X=X

rs:=rs

K = Axy.x
S:=Axyz.(xz) (v 2)

» Translacja - stanowi prototyp kompilatora (D. Turner)
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Rachunek lambda Rachunek kombinatoréw

Przyktad

» Axy.x =S (KK)I
» S(KK)I= K, ale CL¥S(KKI=K.

» system CL jest silniejszy niz Ap
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Rachunek lambda Rachunek kombinatoréw

Poréwnanie CL i AP

» Mamy nastepujaca wtasnos¢:
CLFr=s = MANFr=s
» Aby otrzyma¢ implikacje w druga strone, nalezy rozszerzy¢ teorie CL

o aksjomat stabej ekstensjonalnosci:

r=s

(exct) A X.r = A*X.S

> Wtedy
CL+extkFr=s & Akr=s
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Rachunek lambda jako jezyk programowania
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85



Rachunek lambda jako jezyk programowania

Wtasnosci jezyka programowania

» Skupimy sie na nastepujacych wymaganiach w stosunku do jezyka
programowania:
m sktadnia do zapisu programéw = lambda termy
m deterministyczna semantyka operacyjna (proces “wykonania programu’)
= B-redukcja i wybrana deterministyczna strategia redukgji
m wynik dziatania programu = warto$¢ obserwowalna przez uzytkownika
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Rachunek lambda jako jezyk programowania

Sktadnia

» minimalna gramatyka lambda termdw jest wystarczajaca, ale niezbyt
praktyczna (m.in. mozemy “zakodowac” w lambda rachunku dowolng
strukture danych i napisa¢ program kodujacy dowolny algorytm)

» programem jest dowolny term zamkniety (bez zmiennych wolnych)

» zwykle rozszerzamy sktadnie o dodatkowe, popularne konstrukcje
(pewne skroty syntaktyczne, ang. “syntactic sugar”) oraz rozszerzamy
semantyke operacyjna o odpowiednie reguty redukcji, aby nadac¢ im
pozadana funkcjonalnos¢
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Rachunek lambda jako jezyk programowania

Deterministyczne strategie redukci

» Zwykle ustalamy konkretna strategie redukcji, ktéra w danym kroku
wybiera doktadnie jeden z mozliwych redeksow.
» Typowe strategie to:
m normalna (lewostronna zewnetrzna) - zawsze wybieraj redeks potozony
w termie najbardziej na lewo (t. ktéry zaczyna sie najbardziej na lewo)
m aplikatywna (lewostronna wewnetrzna) - zawsze wybieraj redeks
potozony najbardziej na lewo, ale niezawierajacy w sobie innego redeksu

» W jezykach programowania dodatkowo przyjmuje sie zatozenie, ze
ciato funkgcji nie musi by¢ redukowane; wobec tego nigdy nie wybiera
sie redeksu potozonego wewnatrz lambda abstrakcji.

» Postac¢ normalna w takich strategiach to dowolna lambda abstrakcja:
thr := AX.L.

Jest to (zamknieta) staba czotowa posta¢ normalna.

88



Rachunek lambda jako jezyk programowania

Wynik dziatania programu

» Efekt wykonania programu powinien byC obserwowalny przez
uzytkownika.

» W jezyku opartym na czystym rachunku lambda, postacia normalna
(przy standardowych strategiach) jest dowolna lambda abstrakcja
(funkgcja).

» Nie mamy dostepu do wewnetrznej postaci takiej funkcji, zatem
Jjedynym efektem dziatania programu w takim jezyku jest informacja,
ze obliczenie zostato zakonczone i jego wartoscia jest funkcja (por.
Ocaml, Scheme, etc).

» Zwykle w jezykach beztypowych rozszerza sie sktadnie o state bazowe
(numeraty, wartosci logiczne, znaki); wowczas beda one réwniez
mozliwymi wynikami obliczen.
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Rachunek lambda jako jezyk programowania

Minimalny jezyk programowania A,

» Definiujemy jezyk A, nastepujaco:
m program to dowolny zamkniety lambda term
m strategia redukgcji to strategia normalna, generujaca stabe czotowe
postaci normalne
m wartoscig programu jest lambda abstrakcja

V= AX.r
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Rachunek lambda jako jezyk programowania

Minimalny jezyk programowania A,

» Strategia normalna (“wotanie-przez-nazwe”, 'call-by-name”)
» Semantyke operacyjna wielokrokowg realizujaca te strategie mozemy
przedstawi¢ nastepujaco:

Ax.r Un Ax.r

rdanAxu uls/x] 4, v
rsdnv

» Oznaczenia:
ridp=3aAv.rpv

r=—(r4n)

» L, jest funkcja czeSciowa (strategia jest deterministyczna)
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Rachunek lambda jako jezyk programowania

Réwnowaznos¢ programaéw

» Jak poréwnac wyniki dziatania dwdch programdw, jesli wiemy o nich
tylko tyle, ze sa to funkcje?
m aplikatywna symulacja
m obserwacyjna réwnowaznos¢
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Rachunek lambda jako jezyk programowania

Aplikatywna symulacja

» Dwa lambda termy s3 “réwnowazne”, jesli zastosowanie ich do tego
samego argumentu daje ten sam efekt, czyli albo oba sie zatrzymuja,
albo oba sie nie zatrzymuja. Mozemy powtarzaé ten eksperyment, az
zachowanie obu funkgji bedzie sie rézni¢ (jedna sie zatrzyma, druga
nie), albo w nieskonczonos¢. ..

> Np. termy Ax.x i Axy.y nie s3 réwnowazne — mozna je rozrézni€ za
pomocy Q:

Axx)Q —Q — ...

Axy.y)Q — Ay.y
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Rachunek lambda jako jezyk programowania

Aplikatywna symulacja

v

Formalnie, definiujemy rodzine relacji C, C /\%:
m dla dowolnych s, s, sCgs’
m dla dowolnych s, s, sCy, 15’ jesli

V(v:=2Ax.p).s Inv = (3(v':=Ax.p").s" U, v AVq.p [g/xICkp" [q/x])

» sCs’ wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego k zachodzi sCxs’ (s’
zatrzymuje sie co najmniej wtedy, kiedy s)

> definicje mozna rozszerzy¢ na caty zbidr terméw: sCs’ wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego o : V — A zachodzi ssCs)

» termy s i s’ s3 wzajemnie podobne (s ~s’) wtw, gdy sCs’ oraz s'Cs
(bisymulacja)
» [ jest relacjg zwrotna i przechodnia
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Rachunek lambda jako jezyk programowania

Aplikatywna symulacja, c.d.

» W sposoéb trywialny QLCr dla dowolnego r
> Ax.x I Axy.x nie s3 w relacgji £
> Jeslisitd, toAxg...xp.SEAXy ... Xp.t
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Rachunek lambda jako jezyk programowania

Aplikatywna symulacja, c.d.

Twierdzenie (Charakteryzacja C)

Dla dowolnych s,s' € Ag, SCs’ wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
ciagu termow zamknietych t, jesli st I, to st {,.
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Réwnowaznos¢ obserwacyjna (kontekstualna)

» Kontekst programu C' — dowolny kontekst niezawierajacy zmiennych
wolnych.

» Roéwnowaznos¢ termdéw mozemy scharakteryzowaé za pomoca
kontekstow:

sCetxs’ wtw, gdy dla kazdego kontekstuC', jesli C[s] ., to C[s'] I, .

» s i s’ s3 obserwacyjnie réwnowazne (s ~ctx 5'), jesli sSCcixs’ oraz
S,Ect‘xs-

Twierdzenie
Dla dowolnych s,s' € Ag, s ~ s’ wtw, gdy s ~cx S'. J

Whiosek: Jesli dwa termy sa rozrdznialne przez jaki$ kontekst, to istnieje
cigg termow (kontekst aplikatywny), ktory je rozréznia.
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