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Rachunek lambda Skªadnia

Zastosowania rachunku lambda

I j¦zyk symboliczny do formalizacji matematyki (Church)

I model obliczeniowy w teorii obliczalno±ci, równowa»ny maszynom
Turinga

I prototypowy j¦zyk programowania � z typami; bez typów

I modelowy j¦zyk programowania (semantyka, implementacja)

I j¦zyk symboliczny do zapisu dowodów w logice, do formalizacji
ekstrakcji programów z dowodów (izomor�zm Curry-Howarda)
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Rachunek lambda Skªadnia

Literatura

I H. P. Barendregt �The Lambda Calculus: Its Syntax and Semantics�
(1984)

I Ch. Hankin �Lambda Calculi: A guide for computer scientists� (1994)

I P. Urzyczyn: materiaªy do wykªadu �Rachunek lambda�
(www.mimuw.edu.pl/�urzy)
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Rachunek lambda Skªadnia

Skªadnia

I Zakªadamy, »e dany jest niesko«czony, przeliczalny zbiór V nazw
zmiennych.

I Termami rachunku lambda nazywamy elementy najmniejszego zbioru
speªniaj¡cego warunki:

ka»da zmienna jest termem

je±li x jest zmienn¡ i t jest termem, to (λx .t) jest termem

je±li t i s s¡ termami, to (t s) jest termem

I Term postaci (λx .t) nazywamy lambda abstrakcj¡, a term postaci
(t s) aplikacj¡.

I Nawiasy mo»na opuszcza¢ wtedy, gdy nie powoduje to
dwuznaczno±ci, przyjmuj¡c zasady:

abstrakcja wi¡»e do prawej, np. λx .λy .t � λx .(λy .t) � λxy .t

aplikacja wi¡»e do lewej, np. r s t � (r s) t

I Abstrakcja λx .t reprezentuje funkcj¦ fun x -> t; term t nazywamy
ciaªem abstrakcji (funkcji). Aplikacja r s reprezentuje aplikacj¦ termu
(funkcji) r do argumentu s.
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Rachunek lambda Skªadnia

Skªadnia, c.d.

I W skrócie zbiór termów zapisujemy u»ywaj¡c notacji BNF:

t := x | λx .t | t t

I Oznaczmy przez Λ zbiór termów rachunku lambda. Indukcyjn¡
de�nicj¦ tego zbioru mo»emy równie» zapisa¢ u»ywaj¡c reguª dedukcji:

x 2 V

x 2 Λ

x 2 V t 2 Λ

λx .t 2 Λ

t 2 Λ r 2 Λ

t r 2 Λ
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Rachunek lambda Skªadnia

Zmienne wolne i zwi¡zane

I Lambda abstrakcja λx .t wi¡»e zmienn¡ x w termie t.

I Zmienne wyst¦puj¡ce w termie, które nie s¡ zwi¡zane przez »adn¡
lambda abstrakcj¦, nazywamy zmiennymi wolnymi.

I Zbiór zmiennych wolnych FV (�) w danym termie de�niujemy
formalnie:

FV (x) = {x }

FV (λx .t) = FV (t) \ {x }

FV (r s) = FV (r) [ FV (s)

I Term t nazywamy zamkni¦tym (równie»: kombinatorem), je±li
FV (t) = ;.

I Poj¦cie zmiennej wolnej/zwi¡zanej jest zale»ne od konkretnego
wyst¡pienia tej zmiennej w termie, np. w termie x (λxy .x y) zmienna
x wyst¦puje jako wolna i jako zwi¡zana.
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Rachunek lambda Skªadnia

α-równowa»no±¢

I Kiedy dwa termy s¡ równe (syntaktycznie)?

I Intuicyjnie, λx .x oznacza "t¦ sam¡ funkcj¦"(a wi¦c "ten sam term")
co λy .y .

I Przyjmuje si¦, »e dwa termy s¡ syntaktycznie równe, je±li ró»ni¡ si¦
tylko nazwami zmiennych zwi¡zanych.

I Je±li dwa termy s¡ równe, to jeden mo»na otrzyma¢ z drugiego przez
przemianowanie zmiennych zwi¡zanych (tzw. α-przemianowanie).

I Piszemy t �α s dla oznaczenia równo±ci termów t i s modulo
α-przemianowanie.

I Relacja α-równowa»no±ci jest relacj¡ równowa»no±ci.

I Odt¡d b¦dziemy uto»samia¢ dwa termy α-równowa»ne, tj. b¦dziemy
operowa¢ na klasach abstrakcji relacji α-równowa»no±ci.
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Rachunek lambda Skªadnia

Konwencja Barendregta

(Zaªo»enie o zmiennych)

W dowolnym kontek±cie wyst¦powania termów rachunku lambda

zakªadamy, »e »adna zmienna nie mo»e wyst¦powa¢ jednocze±nie jako

zmienna wolna i zmienna zwi¡zana. W razie konieczno±ci dokonujemy

α-przemianowania zmiennych zwi¡zanych.

I �wiczenie: napisz funkcj¦ wery�kuj¡c¡, czy powy»sza zasada jest
zachowana dla danego termu, i w razie potrzeby sprowadzaj¡ca term
do po»¡danej postaci (zakªadamy istnienie funkcji dostarczaj¡cej
"±wie»ych" nazw zmiennych).
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Rachunek lambda Skªadnia

Podstawienie

I Obliczenia w rachunku lambda opieraj¡ sie na regule β-konwersji,
która z kolei polega na metaoperacji podstawienia

I s [t/x ] oznacza term otrzymany przez zast¡pienie wszystkich wolnych
wyst¡pie« zmiennej x w termie s przez term t

I Formalnie:

x [s/y ] = x je±li x 6= y

x [s/x ] = s

(λx .t) [s/y ] = λx .(t [s/y ])

(r t) [s/x ] = r [s/x ] t [s/x ]

I Gdyby±my nie przestrzegali konwencji Barendregta, mogªoby doj±¢ do
bª¦dnego podstawienia i zwi¡zania zmiennej wolnej (variable capture),
np. (λy .x y) [y/x ] nie powinno by¢ równe λy .y y !
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Rachunek lambda Skªadnia

Podstawienie, c.d.

I W de�nicji podstawienia, w przypadku abstrakcji zapewnienie
speªnienia konwencji mo»na osi¡gn¡¢ nast¦puj¡co:

(λx .t) [s/y ] =


λx .(t [s/y ]) je±li x 6= y ∧ x /2 FV (s)

λx 0.(t [x 0/x ]) [s/y ] w przeciwnym razie
(x' - "±wie»a" zmienna)

I ��wie»a� zmienna to zmienna niewyst¦puj¡ca w dotychczas
u»ywanych termach
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Rachunek lambda Skªadnia

Lemat o podstawieniu

Lemat

Dla wszystkich termów s, t, u i dla wszystkich zmiennych x , y takich, »e

x 6= y i x /2 FV (u),

(s [t/x ]) [u/y ] = (s [u/y ]) [(t [u/y ])/x ]

Dowód.

Indukcja po strukturze termu s.
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Rachunek lambda Skªadnia

Warianty skªadni

I W de�nicji termu u»ywali±my nazw zmiennych pochodz¡cych z bli»ej
nieokre±lonego, przeliczalnego zbioru V .

I W szczególno±ci, jedynymi relacjami, jakie wprowadzili±my na zbiorze
V , s¡: relacja równo±ci i jej dopeªnienie.

I Mo»na rozwa»a¢ bardziej konkretne zbiory nazw zmiennych, które
pozwalaj¡ na uproszczenie de�nicji, a w szczególno±ci zapewnienie
zachodzenia konwencji Barendregta i unikni¦cie potrzeby generowania
"±wie»ych" zmiennych.
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Rachunek lambda Skªadnia

Indeksy de Bruijna

I Przyjmujemy V = N.

I Zbiór termów de�niujemy nast¦puj¡co:

t := n | λt | t t,

gdzie n 2 N.

I Ka»de wyst¡pienie zmiennej n w termie oznacza odwoªanie do n-tej
obejmuj¡cej t¦ zmienn¡ abstrakcji, licz¡c od ±rodka termu

I Np. λ0 odpowiada λx .x , λλ1 odpowiada λx .λy .x .

I Notacja z indeksami de Bruijna jest najwygodniejsza w przypadku
rozwa»ania termów zamkni¦tych.
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Rachunek lambda Skªadnia

Indeksy de Bruijna, c.d.

I Znaczenie indeksom nadajemy przez odpowiednie zde�niowanie
operacji podstawienia:

(r s) [t/n] = (r [t/n]) (s [t/n])

(λr) [t/n] = λ(r [t/n + 1])

m [t/n] =


m − 1 n > m

un
0
(t) n = m

m n < m

un
i
(r s) = (un

i
(r)) (un

i
(s))

un
i
(λr) = λ(un

i+1
(r))

un
i
(m) =

{
m + n − 1 m � i + 1
m m � i
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Rachunek lambda Skªadnia

Indeksy de Bruijna, c.d.

I W przypadku termów zamkni¦tych de�nicja podstawienia jest o wiele
prostsza:

m [t/n] =

{
m n < m

t n = m

(λr) [t/n] = λ(r [t/n + 1])

(r s) [t/n] = (r [t/n]) (s [t/n])

I t jest zamkni¦ty

I zawsze m � n
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Rachunek lambda Skªadnia

Warianty skªadni - poziomy de Bruijna

I Przyjmuj¡c t¦ sam¡ de�nicj¦ termów, jak poprzednio:

t := n | λt | t t,

mo»emy okre±li¢ wyst¡pienie zmiennej n odwrotnie ni» poprzednio,
wi¡»ac je z n-t¡ lambda abstrakcj¡ obejmuj¡c¡ dane wyst¡pienie
zmiennej n, ale licz¡c od zewn¡trz.

I Np. λλ0 oznacza λxy .x .

I Plusy: ta sama zmienna w ka»dym miejscu jej wyst¡pienie ma ten
sam �indeks� (przeciwnie do indeksów de Bruijna).

I Minusy: w przypadku podstawienia, wszystkie zmienne trzeba
odpowiednio przenumerowa¢.
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Rachunek lambda Skªadnia

Notacja mieszana

I W przypadku termów otwartych, wygodnie jest u»ywa¢ notacji, w
której zmienne zwi¡zane s¡ reprezentowane jako indeksy de Bruijna, a
zmienne wolne jako zmienne nazwane (abstrakcyjne).

I Zbiór termów de�niujemy nast¦puj¡co:

t := n | x | λt | t t.

I Wi¦cej na ten temat np.: Xavier Leroy �A locally nameless solution to
the POPLmark challenge�.
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Rachunek lambda Skªadnia

Teoria λβ

I Rachunek lambda mo»na przedstawi¢ jako teori¦, czyli zbiór formuª
zamkni¦ty ze wzgl¦du na pewne reguªy wnioskowania.

I Formuªami s¡ równo±ci mi¦dzy termami s = t.
I System wnioskowania de�niuj¡ reguªy:

s = s

s = u

u = s

r = s s = u

r = u

(λx .t) s = t [s/x ]

s = r

s t = r t

s = t

r s = r t

s = t

λx .s = λx .t

I Piszemy λβ ` t = s, je±li istnieje dowód formuªy t = s w powy»szym
systemie dowodzenia.

I Dowodem nazywamy sko«czone drzewo wyprowadzenia danej formuªy.
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Rachunek lambda Skªadnia

Spójno±¢ i rozstrzygalno±¢ teorii λβ

Z punktu widzenia zastosowa« rachunku lambda, nast¦puj¡ce pytania b¦d¡
nas interesowa¢:

I czy λβ jest spójna, tj. czy istniej¡ termy zamkni¦te r , s takie, »e
formuªa r = s nie jest wyprowadzalna w λβ?

I czy λβ jest zupeªny, tj. czy dla ka»dej formuªy r = s, zachodzi
λβ ` r = s lub λβ + {r = s} jest niespójna?

I czy równo±¢ = jest rozstrzygalna w λβ?
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Rachunek lambda Skªadnia

Przykªad

I Niech K = λxy .x i I = λx .x .

I Poka»emy, »e λβ 0 K = I.

I K = I → 8xyKxy = Ixy

I Kxy = x , Ixy = xy

I Kxy = Ixy → x = xy

I We¹my x = I; wówczas I = Iy = y

I Sprzeczno±¢.
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Rachunek lambda Skªadnia

Konteksty

I Kontekstem nazywamy �term z dziur¡�

I Dowolny kontekst jest izomor�czny z termem nale»acym do
gramatyki:

C := [ ] | C [[ ] t] | C [t [ ]] | C [λx .[ ]]

I Ka»da para (t,C ) de�niuje nowy term C [t]

I Krótki zapis ostatnich 4 reguª systemu wnioskowania dla λβ:

C [(λx .r) s] = C [r [s/x ]]
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Rachunek lambda Skªadnia

Przejrzysto±¢ referencyjna (referential transparency)

Lemat

Dla dowolnych termów r , s i dla dowolnego kontekstu C ,

r = s → C [r ] = C [s].
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Rachunek lambda Skªadnia

Ekstensjonalno±¢ i η-redukcja

I W teorii λβ równo±¢ = jest intensjonalna, tzn. dwa termy s¡ równe,
je±li s¡ zapisem "tego samego algorytmu".

I Przykªad: gdy x /2 FV (r), λx .r x 6= r , chocia» (λx .r x) s = r s. (Ale
je±li r = λy .r 0 i x /2 FV (r 0), to λx .r x = r .)

I Jak osi¡gn¡¢ ekstensjonalno±¢?

Mo»na do systemu λβ doda¢ odpowiedni aksjomat (reguª¦ η), np.

λx .r x = r , je±li x /2 FV (r)

albo, równowa»nie:

r x = s x

r = s
je±li x /2 FV (r s).
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Rachunek lambda Skªadnia

Kombinatory punktu staªego

I Kombinatorem punktu staªego nazywamy term R taki, »e dla
dowolnego termu s mamy

R s = s (R s)

I R s jest punktem staªym termu s.
I Przykªady:

Kombinator Curry'ego: Y := λf .(λx .f (x x)) (λx .f (x x))

Kombinator Turinga: Θ := AA, gdzie A := λx .λy .y (x x y).

Kombinator Klopa: Yk := LLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLLL, gdzie

L = λabcdefghijklmnopqstuvwxyzr .r (thisisa�xedpointcombinator).
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Rachunek lambda Skªadnia

Przykªad

I Jak skonstruowa¢ term speªniaj¡cy pewne równanie staªopunktowe?

I Przykªad: Znale¹¢ term t taki, »e dla dowolnego s

t s = s t.

I t mo»e by¢ takie, »e t = λy .y t

I t jest punktem staªym termu F = λx .λy .y x (F t = λy .y t = t)

I Zatem t := Y F
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Rachunek lambda Redukcja

Przepisywanie termów - podstawowe poj¦cia

I Zbiór podtermów danego termu de�niujemy jako najmniejszy zbiór
speªniaj¡cy warunki:

ka»dy term jest swoim podtermem

je±li s jest podtermem u, to s jest podtermem λx .u

je±li s jest podtermem u, to s jest podtermem u t oraz s jest

podtermem t u

I Poj¦ciem redukcji na dowolnym zbiorze termów nazywamy relacj¦
binarn¡ na tym zbiorze: R � A2.

I Na podstawie poj¦cia redukcji de�niujemy relacj¦ redukcji
jednokrokowej →R� A2 jako kompatybilne domkni¦cie poj¦cia
redukcji, czyli najmniejsz¡ relacj¦ zawieraj¡c¡ R i zamkni¦t¡ ze
wzgl¦du na konstruktory termów.

I Relacja →R de�niuje przepisanie termu za pomoc¡ relacji (reguªy) R.
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Rachunek lambda Redukcja

β-redukcja

I W lambda rachunku de�niujemy poj¦cie β-redukcji jako relacj¦ Rβ

zadan¡ reguª¡:
(λx .t) s →β t [s/x ],

lub inaczej:

Rβ = {((λx .t) s, t [s/x ]) : s, t 2 Λ; x 2 V }.

I Term postaci (λx .t) s nazywamy β-redeksem.
I Na podstawie poj¦cia redukcji de�niujemy relacj¦ redukcji

jednokrokowej →Rβ
(w skrócie →):

(s, u) 2 Rβ

s → u

r → s

r u → s u

r → s

u r → u s

r → s

λx .r → λx .s
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Rachunek lambda Redukcja

β-redukcja, c.d.

I Relacja → de�niuje jeden krok obliczenia.
I Dalej de�niujemy relacje:→� jako zwrotne i tranzytywne domkni¦cie →:

s →� s

r → s s →� t

r →� t

=β jako zwrotne, symetryczne i tranzytywne domkni¦cie →, czyli

najmniejsz¡ relacj¦ równowa»no±ci zawieraj¡c¡ Rβ. Relacj¦ =β

nazywamy β-konwersj¡.

I Okazuje si¦, »e = i =β de�niuj¡ t¦ sam¡ relacj¦:

Twierdzenie.

λβ ` t = s wtedy i tylko wtedy, gdy t =β s.
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Rachunek lambda Redukcja

η-redukcja

I W podobny sposób mo»emy zde�niowa¢ reguª¦ η-redukcji:

λx .r x →η r ,

i reguª¦ η-ekspansji
r →η 0 λx .r x ,

je±li x /2 FV (r).
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Rachunek lambda Redukcja

Normalizacja

I Za pomoc¡ relacji → mo»emy generowa¢ ci¡g termów, startuj¡c z
danego termu t:

t → t1 → t2 → ...

I β-redukcja de�niuje "minimalny"krok redukcji (odpowiada
zastosowaniu funkcji do argumentu, a wi¦c "minimalny"post¦p
obliczenia). W ka»dym kroku tworzenia ci¡gu t, t1, ... wykonujemy
jedn¡ β-redukcj¦.

I Mówimy, »e term t jest w postaci normalnej, je±li nie istnieje term s

taki, »e t → s, tj. gdy t nie zawiera »adnego β-redeksu.
I Mówimy, »e term t jest postaci¡ normaln¡ termu s, je±li s redukuje

si¦ do t w pewnej liczbie kroków, i t jest w postaci normalnej.
I Proces wyznaczania postaci normalnej termu nazwyamy normalizacj¡.

I Czy ka»dy term ma posta¢ normaln¡?
I Czy wybór redeksu w ka»dym kroku jest jednoznaczny?
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Rachunek lambda Redukcja

Normalizacja � przykªady

I λx .λy .x y jest w postaci normalnej

I Niech Ω = (λx .x x) (λx .x x). Ω nie ma postaci normalnej; generuje
niesko«czony ci¡g redukcji Ω → Ω → ...

I Niech K = λxy .x . Term KKΩ ma posta¢ normaln¡, ale istnieje te»
niesko«czony ci¡g redukcji dla tego termu, w zale»no±ci od wyboru
redeksu w ka»dym kroku.

35



Rachunek lambda Redukcja

Normalizacja � strategie

I Strategi¡ redukcji nazywamy funkcj¦, która przyporz¡dkowuje
ka»demu termowi nieb¦d¡cemu w postaci normalnej pewien jego
podterm, który jest redeksem.

I Mówimy, »e dana strategia jest normalizuj¡ca, je±li ka»dy term osi¡ga
w tej strategii posta¢ normaln¡.

I Mówimy, »e term jest normalizowalny, je±li ma posta¢ normaln¡.
I Mówimy, »e term jest silnie normalizowalny, je±li nie istnieje

niesko«czony ci¡g redukcji generowany przez ten term.
I Mówimy, »e relacja redukcji jest sªabo normalizuj¡ca, je±li dla ka»dego

termu istnieje strategia redukuj¡ca go do postaci normalnej.
I Mówimy, »e relacja redukcji → jest silnie normalizuj¡ca, je±li ka»dy

term jest w niej silnie normalizowalny.

β-redukcja nie jest ani silnie ani sªabo normalizuj¡ca. (Siln¡
normalizowalno±¢ mo»na uzyska¢ wprowadzaj¡c odpowiednie typowanie
termów, i rozwa»aj¡c tylko termy typowalne.)
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Rachunek lambda Redukcja

Posta¢ normalna

I Termy w postaci normalnej mo»na scharakteryzowa¢ syntaktycznie.

I Term jest w postaci normalnej, je±li nale»y do zbioru termów tnf
generowanych przez gramatyk¦:

tne := x | tne tnf

i
tnf := tne | λx .tnf .

I Inaczej :
tnf := λ~x .y ~tnf
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Rachunek lambda Redukcja

Wªasno±¢ Churcha-Rossera

I Mówimy, »e relacja → ma wªasno±¢ rombu, je±li dla dowolnych
termów t1, t2, t3, dla których t1 → t2 i t1 → t3, istnieje term s taki,
»e t2 → s oraz t3 → s.

I Mówimy, »e relacja → ma wªasno±¢ Churcha-Rossera, je±li →� ma
wªasno±¢ rombu, tj. je±li dla dowolnych termów t1, t2, t3, dla których
t1 →� t2 i t1 →� t3, istnieje term s taki, »e t2 →� s oraz t3 →� s.

Twierdzenie (Twierdzenie)

Relacja →Rβ
ma wªasno±¢ Churcha-Rossera.

Szkic dowodu.

De�niujemy relacj¦ �równolegªej redukcji�, która ma wªasno±¢ rombu.
Pokazujemy, »e β-redukcja jest tranzytywnym domkni¦ciem równolegªej
redukcji. [Barendregt '80]
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Rachunek lambda Redukcja

Wªasno±¢ Churcha-Rossera, c.d.

I Wªasno±¢ CR zapewnia istnienie co najwy»ej jednej postaci normalnej
dla ka»dego termu.

I Je±li s =β t, to istnieje term u taki, »e s →� u i t →� u.

I Dzi¦ki wªasno±ci CR, mo»emy pokaza¢ spójno±¢ teorii λβ:

We¹my dwie ró»ne (nie-β-równowa»ne) postaci normalne s i t.
Zaªó»my, »e λβ ` s = t. Wówczas s =β t, wi¦c istnieje term u taki,
»e s →� u i t →� u. Poniewa» s i t s¡ w postaci normalnej, wi¦c u

musi by¢ równe s i u musi by¢ równe t. Sprzeczno±¢. Zatem
λβ 0 s = t.
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Rachunek lambda Redukcja

Czoªowa posta¢ normalna

I Niech ~r oznacza wektor r1, r2, . . . , rn dla pewnego n � 0.
I Ka»dy term mo»na zapisa¢ w postaci λ~x .y ~r albo λ~x .((λy .s) t)~r .
I Term postaci

thnf := λ~x .y ~r .

nazywamy czoªow¡ postaci¡ normaln¡
I W termie λ~x .((λy .s) t)~r , redeks ((λy .s) t) nazywamy redeksem

czoªowym.
I Term mo»e mie¢ wiele czoªowych postaci normalnych, np.

(λx .x (I I)) z ma dwie hnf: z I i z (I I).
I Kanoniczn¡ czoªow¡ postaci¡ normaln¡ nazywamy t¦ z nich, któr¡

osi¡gamy przez redukcj¦ czoªowego redeksu w ka»dym kroku.
I Sªab¡ czoªow¡ posta¢ normaln¡ de�niujemy nast¦puj¡co:

twhnf := x ~t | λx .t
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Rachunek lambda Redukcja

Standardyzacja

I Redeks nazywamy lewostronnym, je±li jest redeksem poªo»onym
najbardziej na lewo w danym termie (tj., jego λ-abstrakcja zaczyna si¦
najbardziej na lewo).

I Ka»dy redeks czoªowy jest lewostronny, ale nie ka»dy redeks
lewostronny jest czoªowy � wtedy nazywamy go redeksem
wewn¦trznym.

I Oznaczamy:

r
l→ s, gdy r → s przez kontrakcj¦ redeksu lewostronnego

r
h→ s, gdy r → s przez kontrakcj¦ redeksu czoªowego

r
i→ s, gdy r → s przez kontrakcj¦ redeksu wewn¦trznego
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Rachunek lambda Redukcja

Standardyzacja, c.d.

Twierdzenie

Dla dowolnego termu r , je±li r ma posta¢ normaln¡ s, to r
l→� s.

Szkic dowodu.

Indukcja po rozmiarze s. Pokazujemy, »e dowolny ci¡g redukcji w termie
mo»na symulowa¢ przez pewn¡ liczb¦ redukcji czoªowych, po których

nast¦puj¡ tylko redukcje wewn¦trzne. Zatem r
h→� s 0

i→� s. Je±li
s = λ~x .y ~u, to s 0 = λ~x .y ~u 0, gdzie u 0

i
→� ui . Stosuj¡c hipotez¦ indukcyjn¡,

ka»de z u 0

i
redukuje si¦ lewostronnie do ui . Ustawiaj¡c je w odpowiedniej

kolejno±ci, mamy s 0

l→� s, a zatem równie» z r
l→� s.
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Rachunek lambda Redukcja

Reguªy delta

I W celu zwi¦kszenia funkcjonalno±ci rachunku lambda jako j¦zyka
programowania, mo»emy rozszerza¢ skªadni¦ o staªe (moc
obliczeniowa pozostaje ta sama)

I Nast¦pnie musimy doda¢ odpowiednie reguªy redukcji modeluj¡ce
znaczenie tych staªych

I Przykªad � dodanie warto±ci logicznych i konstrukcji warunkowej:

t := . . . | t | f | if

I Poj¦cie redukcji:
if t r s →δ r

if f r s →δ s

I Alternatywnie, if mo»na zde�niowa¢ jako �form¦ specjaln¡� (wtedy
nale»y doda¢ odpowiednie reguªy formuj¡ce nowe konteksty)
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Rachunek lambda Redukcja

Reguªy delta, c.d.

Twierdzenie (Mitschke)

Niech δ b¦dzie staª¡ i R pewn¡ n-arn¡ relacj¡ na zbiorze termów.

Wprowad¹my reguª¦ redukcji

δ r →δ s, gdy R(r , s).

Relacja βδ jest CR, je±li R jest zamkni¦ta ze wzgl¦du na βδ-redukcj¦ i

podstawienie.

I Przykªad: dodanie δ t t → δ0 do lambda rachunku zaburza wªasno±¢
CR (reguªa nie speªnia warunków twierdzenia, bo R(t, r) := t � r nie
jest zamkni¦ta ze wzgl¦du na β-redukcj¦)

I Ka»de rozszerzenie, w którym w termy r , s s¡ zamkni¦te i w postaci
normalnej, zachowuj¡ wªasno±¢ CR.
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Rachunek lambda Wyra»alno±¢
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Rachunek lambda Wyra»alno±¢

Wyra»alno±¢ w rachunku lambda

I Rachunek lambda jako j¦zyk programowania jest zupeªny w sensie
Turinga.

I Z tezy Churcha wynika, »e ka»dy algorytm da si¦ zakodowa¢ w
rachunku lambda.
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Rachunek lambda Wyra»alno±¢

Rekursja w rachunku lambda

Twierdzenie (Twierdzenie o punkcie staªym)

Dla ka»dego termu t, istnieje term x taki, »e

x = t x .

Dowód.

Y t de�niuje punkt staªy termu t: Y t =β t (Y t). Dla θ mamy nawet
θ t →� t (θ t).
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Rachunek lambda Wyra»alno±¢

Operacje logiczne

I Staªe logiczne:
dtruee = λxy .x

dfalsee = λxy .y

I Konstrukcja warunkowa:

if a b c =

{
b je±li a=true
c je±li a=false

dife = λxyz .x y z

I Sprawdzenie:
difedtrueedbedce →� dbe

difedfalseedbedce →� dce
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Rachunek lambda Wyra»alno±¢

Pary

d(a, b)e = λx .x dae dbe

dπ1e = λx .x dtruee

dπ2e = λx .x dfalsee

dπ1e(d(a, b)e) →� dae

dπ2e(d(a, b)e) →� dbe
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Rachunek lambda Wyra»alno±¢

Numeraªy Churcha

I Liczby naturalne mo»emy reprezentowa¢ jako funkcje (numeraªy
Churcha):

dne = λfx .f n x ,

np. d0e = λfx .x , d1e = λfx .f x .

I Przykªadowe operacje:

dsucce = λnfx .f (nfx)

dzero?e = λx .x (λy .dfalsee) dtruee

dsuccedne →� dn + 1e

dzero?ed0e →� dtruee

dzero?edn + 1e →� dfalsee
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Rachunek lambda Wyra»alno±¢

Schemat reprezentacji

I Dla dowolnej sygnatury Σ, dla ka»dego jej sortu de�niujemy
ró»nowarto±ciow¡ funkcj¦ d�e : T (Σ,V ) → NF (NF � zbiór postaci
normalnych w Λ)

I De�niujemy schemat dla reprezentacji funkcji de�niowanych przez
dopasowanie wzorca (pattern matching)

I Alternatywne kodowanie � z u»yciem numerowania Gödla i
reprezentacji numeraªów
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Rachunek lambda Wyra»alno±¢

Schemat reprezentacji

I Dana jest algebra A nad sygnatur¡ Σ; sygnatura zawiera:
Zbiór sortów

Zbiór symboli (operacji) o okre±lonych arno±ciach i sortach argumentów

I Przykªad: sygnatura listy

Σ = {A,L; nilL, cons A→L→L, headL→A, tailL→L}

I Wªasno±ci listy okre±laj¡ aksjomaty:

head(cons a l) = a

tail(cons a l) = l

I Pytanie: maj¡c dany kod dla konstruktorów, jak zakodowa¢ operacje
de�niowanie przez aksjomaty?
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Rachunek lambda Wyra»alno±¢

Schemat reprezentacji

I De�niujemy d�e : Σ → NF jako funkcj¦ ró»nowarto±ciow¡ w zbiór
postaci normalnych rachunku lambda

I We¹my dowolny sort S z sygnatury i ponumerujmy jego konstruktory:
c1, . . . , cm.

I Je±li ci jest konstruktorem sortu S o n argumentach, to

dc t1 . . . tne = λx1 . . . xm.xi dt1e . . . dtne

I Funkcje de�niowane przez "dopasowanie wzorca"(pattern matching)
kodujemy nast¦puj¡co:

dmatch t with | c1→t1 | . . . | cm→tme =

dte (λx1 . . . xn1 .dt1e) . . . (λx1 . . . xnm .dtme)
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Rachunek lambda Wyra»alno±¢

Schemat reprezentacji � przykªad list

I Kodowanie konstruktorów:

dnile = λx1x2.x1

dcons a be = λx1x2.x2 dae dbe

I Kodowanie funkcji head i tail (head(nil) = nil i tail(nil) = nil):

dheade = λl .l dnile (λab.a)

dtaile = λl .l dnile (λab.b)
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Rachunek lambda Wyra»alno±¢

Wyra»alno±¢ w j¦zykach programowania

Czy mo»emy zapisa¢ powy»sze de�nicje w funkcyjnych j¦zykach
programowania?

I W j¦zykach funkcyjnych nie mamy dost¦pu do postaci wewn¦trznej
funkcji

I W j¦zykach typowanych nie wszystkie konstrukcje s¡ syntaktycznie
dopuszczalne

55



Rachunek lambda Wyra»alno±¢

Przykªady (Ocaml)

I De�nicje operacji logicznych:
let tt = fun x y -> x

let ff = fun x y -> y

let if_ = fun x y z -> x y z

let and_ b1 b2 = b1 b2 ff

I Dziaªanie:
# if_ tt 2 3;;

- : int = 2

# and_ tt ff;;

- : '_a -> '_b -> '_b = <fun>

# if_ tt ff tt;;

- : '_a -> '_b -> '_b = <fun>

I Nie mo»emy zde�niowa¢ wprost operatora Y :
let y = (fun f -> (fun x -> f (x x)) (fun x -> f (x x)))

# ... f (x x) ...

^

This expression has type 'a -> 'b but is here used with type 'a
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Rachunek lambda Wyra»alno±¢

Przykªady (Ocaml), c.d.

I Mo»emy zde�niowa¢ Y wykorzystuj¡c typy rekurencyjne:

type 'a t = T of ('a t -> 'a)

let fold x = T x

let unfold = function T f -> f

let y f = (fun x -> f (x (fold x))) (fun x -> f ((unfold x) x))

59



Rachunek lambda Wyra»alno±¢

Wyra»alno±¢ w j¦zyku Scheme

J¦zyk Scheme pozwala na cz¦±ciowe obej±cie wspomnianych problemów:
I jest beztypowy, a wªa±ciwie:

typowany dynamicznie - w momencie de�nicji zmienna nie ma

okre±lonego typu, mo»na pod ni¡ podstawia¢ dowolne obiekty

ka»dy de�niowany obiekt ma typ, którego nie mo»na "dopasowa¢" do

innego typu (np. funkcja jest funkcj¡ i nie mo»e by¢ u»yta w miejsce

liczby)

I pozwala na identy�kacj¦ funkcji przez jej nazw¦ w przypadku, gdy
warto±ci¡ wyra»enia jest obiekt wcze±niej zde�niowany � obiekt
rezydualny (wszystkie warto±ci s¡ w rzeczywisto±ci wska¹nikami)

I nie pozwala na identy�kacj¦ funkcji w przypadku konstruowania
nowej, anonimowej funkcji
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Rachunek lambda Wyra»alno±¢

Ultrakrótki kurs j¦zyka Scheme

λ − term skªadnia Scheme'a

x x

λx .t (lambda (x) t)

λxy .t (lambda (x y) t)

r s (r s)

I Napisy, liczby naturalne - reprezentowane standardowo: 2, ‘‘scheme 00

I Warto±ci i operacje logiczne: #t, #f, if, and, or
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Rachunek lambda Wyra»alno±¢

Ultrakrótki kurs j¦zyka Scheme, c.d.

I Mechanizm cytowania pozwala na reprezentowanie kodu programu
jako danej: quote

> (lambda (x) x)

#<procedure>

> (quote (lambda (x) x))

(lambda (x) x)

I Pary i listy:

> (cons 2 3)

(2 . 3)

> (list 2 #t (lambda (x) x))

(2 #t #<procedure>)

> (car (cons 2 3))

2

> (cdr (cons 2 3))

3
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Rachunek lambda Wyra»alno±¢

Przykªady (Scheme)

(define tt (lambda (x y) x))

(define ff (lambda (x y) y))

(define if_ (lambda (x y z) (x y z)))

(define and_ (lambda (x y) (x y ff)))

> (if_ tt 2 ff)

2

> (and_ tt ff)

#<procedure:ff>

Operator eq? wskazuje na identyczno±¢ �zyczn¡ obiektów:

> (eq? ff ((lambda (x) x) ff))

#t

> (eq? ff (lambda (x y) y))

#f
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Rachunek lambda Wyra»alno±¢

Kodowanie sygnatur za pomoc¡ par

I Alternatywny schemat reprezentacji polega na kodowaniu struktur
danych jako par

I Np. kodowanie konstruktorów list:

dnile = λx .x

dcons a be = d(a, b)e

I Kodowanie funkcji head i tail (head(nil) = nil i tail(nil) = nil):

dheade = dπ1e

dtaile = dπ2e
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Rachunek lambda Wyra»alno±¢

Reprezentacja struktur danych w Scheme'ie

I Struktur¦ danych reprezentujemy jako (zagnie»d»on¡) par¦ lub list¦

I Pary i listy s¡ obserwowalne

I Do obsªugi danych sªu»¡ funkcje � konstruktory i akcesory

(define (make-tree label lson rson) (list label lson rson))

(define (label t) (car t))

(define (lson t) (cadr t))

(define (rson t) (caddr t))

(define (height t)

(if (null? t) 0

(if (pair? t) (+ 1 (max (height (lson t))

(height (rson t)))) 1)))
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Rachunek lambda Wyra»alno±¢

De�niowalno±¢ funkcji numerycznych

I Mówimy, »e funkcja caªkowita f : Nm → N jest de�niowalna w
rachunku lambda, je±li istnieje term F taki, »e

F dn1edn2e . . . dnme →� df (n1, n2, . . . , nm)e,

dla dowolnego systemu numerycznego koduj¡cego liczby naturalne.
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Rachunek lambda Wyra»alno±¢

De�niowalno±¢ funkcji rekurencyjnych

Twierdzenie

Wszystkie funkcje rekurencyjne s¡ de�niowalne w lambda rachunku.

I Klas¦ funkcji rekurencyjnych de�niujemy jako najmniejszy zbiór
zawieraj¡cy funkcje pocz¡tkowe: zerowania, nast¦pnika i rzutowania, i
zamkni¦ty ze wzgl¦du na zªo»enie, rekursj¦ prost¡ i operacj¦
minimum.

I Np. ka»da z funkcji pocz¡tkowych jest de�niowalna:

Πn

i = λx1 . . . xn.xi

S = λx .suc x

Z = λx .zero
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Rachunek lambda Wyra»alno±¢

De�niowalno±¢ funkcji rekurencyjnych, c.d.

Twierdzenie (Kleene)

Funkcja numeryczna jest de�niowalna w lambda rachunku wtedy i tylko

wtedy, gdy jest rekurencyjna.

I Je±li rozszerzymy de�nicj¦ funkcji de�niowalnej na funkcje cz¦±ciowe:
Funkcja cz¦±ciowa f : Nm → N jest λ-de�niowalna, je±li istnieje term
F taki, »e:

F dn1edn2e . . . dnme →� df (n1n2 . . . nm)e, gdy f (n1, . . . , nm) okre±lone,

F dn1edn2e . . . dnme nie ma hnf, gdy f (n1, . . . , nm) nieokre±lone,

wówczas mamy równo±¢ zbiorów funkcji λ-de�niowalnych i cz¦±ciowo
rekurencyjnych.

I Z tezy Churcha-Turinga (f jest cz¦±ciowo rekurencyjna ⇔ f jest
obliczalna w sensie Turinga) wynika wi¦c, »e wszystkie �efektywnie
obliczalne� funkcje dadz¡ si¦ zakodowa¢ w rachunku lambda.
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Rachunek lambda Wyra»alno±¢

Problemy rozstrzygalno±ci

Twierdzenie (Scott)

Niech A b¦dzie nietrywialnym podzbiorem Λ, zamkni¦tym ze wzgl¦du na

równo±¢. Wówczas A nie jest zbiorem rekurencyjnym, tzn. nie istnieje

maszyna Turinga, która dla danego elementu zatrzymuje si¦ z informacj¡,

czy ten element jest w zbiorze A czy nie.

I Problem istnienia postaci normalnej termu jest nierozstrzygalny (tj.
zbiór {t 2 Λ : t ma posta¢ normaln¡} nie jest rekurencyjny), ale jest
semi-rozstrzygalny

I Problem: dla danych r , s, czy r = s, jest nierozstrzygalny.

72



Rachunek lambda Wyra»alno±¢

Autoewaluacja

I W rachunku lambda mo»emy zakodowa¢ termy rachunku lambda:

dxe = λabc .a x

dr se = λabc .b dre dse

dλx .re = λabc .c (λx .dre)

I Zmienne a, b, c s¡ "±wie»e"(nie wyst¦puj¡ po lewej stronie równa«)
I W przypadku λ-abstrakcji do zwi¡zania zmiennej u»ywamy HOAS

(higher-order abstract syntax)
I Wówczas zwi¡zanie zmiennej w abstrakcji-danej osi¡gamy przez

zwi¡zanie zmiennej w abstrakcji-kodzie
I Taka reprezentacja odpowiada np.

type term = Var of var | App of term * term

| Abs of (term -> term)
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Rachunek lambda Wyra»alno±¢

Autoewaluacja, c.d.

I Ewaluator � term E taki, »e dla ka»dego termu r :

Edre →�

β r

I Reduktor (reducer) � term R taki, »e dla ka»dego termu r :

Rdre →�

β dnf(r)e

I Autoewaluator:

E = Y (λem.m (λx .x) (λmn.(e m) (e n)) (λm.λv .e (m v)))

I Lub inaczej:
E (Var x) = x

E (App r s) = E (r)E (s)

E (Abs(r)) = λx .E (r x)

I Redukcje w j¦zyku reprezentowanym s¡ wykonywane na
metapoziomie; strategia zale»y od strategii w metaj¦zyku

I �ródªo: T. Mogensen �E�cient Self-Interpretation in Lambda
Calculus� 75



Rachunek lambda Wyra»alno±¢

Reduktor (program normalizuj¡cy)

Nieformalnie, reduktor mo»emy zapisa¢ jako R(r) = snd(R0(r)), gdzie:

R0(Var x) = x

R0(App r s) = (fst(R0 r)) (R0 s)

R0(Abs r) = (λv .R0(r v), Abs(λw .snd((λv .R0(r v)) (P(Var w)))))

P(r) = (λv .P(App r (snd(v))), r)
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Rachunek lambda Rachunek kombinatorów

Rachunek kombinatorów (logika kombinatoryczna)

I Formalizm oparty na kombinatorach (Curry, Schön�nkel)

I Alternatywny dla rachunku lambda � brak wi¡zania zmiennych

I Rachunek lambda - model dla j¦zyków programowania, rachunek
kombinatorów - model dla implementacji
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Rachunek lambda Rachunek kombinatorów

Skªadnia

I Zauwa»my, »e dla dowolnego termu otwartego r (FV (r) = ~x), istnieje
term zamkni¦ty t taki, »e

t ~x = r

I Wystarczy wzi¡¢ t = λ~x .r

I Równowa»nie, term t mo»na skonstruowa¢ tylko za pomoc¡ dwóch
kombinatorów i aplikacji

79



Rachunek lambda Rachunek kombinatorów

Skªadnia, c.d.

I Termy rachunku kombinatorów:

r := x | r r | S | K

I Aplikacja wi¡»e do lewej

I Wszystkie wyst¡pienia zmiennych w termach s¡ wolne (nie ma
operatora wi¡zania)
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Rachunek lambda Rachunek kombinatorów

Wnioskowanie w CL

I System wnioskowania de�niuj¡ reguªy:

s = s

s = u

u = s

r = s s = u

r = u

K rs = r S rst = (r t) (s t)

s = r

s t = r t

s = t

r s = r t

I Przykªad: Mo»emy zde�niowa¢ I := SKK, poniewa»
Ix = SKKx = (Kx)(Kx) = x .

I W CL de�niujemy równie» relacj¦ redukcji przez skierowanie równa«
(podobnie jak w λβ), np. SKKK → (KK)(KK) → K
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Rachunek lambda Rachunek kombinatorów

Translacje

I Termy rachunku lambda mo»na zde�niowa¢ w rachunku
kombinatorów:

x := x λx .r := λ�x .r r s := r s

λ�x .x := SKK

λ�x .r := Kr je±li x /2 FV (r)

λ�x .r s := S(λ�x .r)(λ�x .s)

I W drug¡ stron¦:
x := x

r s := r s

K := λxy .x

S := λxyz .(x z) (y z)

I Translacja � stanowi prototyp kompilatora (D. Turner)
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Rachunek lambda Rachunek kombinatorów

Przykªad

I λxy .x = S (KK)I

I S (KK)I =β K, ale CL 0 S (KK)I = K.

I system CL jest silniejszy ni» λβ
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Rachunek lambda Rachunek kombinatorów

Porównanie CL i λβ

I Mamy nast¦puj¡c¡ wªasno±¢:

CL ` r = s ⇒ λβ ` r = s

I Aby otrzyma¢ implikacj¦ w drug¡ stron¦, nale»y rozszerzy¢ teori¦ CL

o aksjomat sªabej ekstensjonalno±ci:

(ext)
r = s

λ�x .r = λ�x .s

I Wtedy
CL + ext ` r = s ⇔ λβ ` r = s
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Rachunek lambda jako j¦zyk programowania

Wªasno±ci j¦zyka programowania

I Skupimy si¦ na nast¦puj¡cych wymaganiach w stosunku do j¦zyka
programowania:

skªadnia do zapisu programów ⇒ lambda termy

deterministyczna semantyka operacyjna (proces �wykonania programu�)⇒ β-redukcja i wybrana deterministyczna strategia redukcji

wynik dziaªania programu ⇒ warto±¢ obserwowalna przez u»ytkownika
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Skªadnia

I minimalna gramatyka lambda termów jest wystarczaj¡ca, ale niezbyt
praktyczna (m.in. mo»emy �zakodowa¢� w lambda rachunku dowoln¡
struktur¦ danych i napisa¢ program koduj¡cy dowolny algorytm)

I programem jest dowolny term zamkni¦ty (bez zmiennych wolnych)

I zwykle rozszerzamy skªadni¦ o dodatkowe, popularne konstrukcje
(pewne skróty syntaktyczne, ang. �syntactic sugar�) oraz rozszerzamy
semantyk¦ operacyjn¡ o odpowiednie reguªy redukcji, aby nada¢ im
po»¡dan¡ funkcjonalno±¢

87



Rachunek lambda jako j¦zyk programowania

Deterministyczne strategie redukcji

I Zwykle ustalamy konkretn¡ strategi¦ redukcji, która w danym kroku
wybiera dokªadnie jeden z mo»liwych redeksów.

I Typowe strategie to:
normalna (lewostronna zewn¦trzna) - zawsze wybieraj redeks poªo»ony

w termie najbardziej na lewo (t. który zaczyna si¦ najbardziej na lewo)

aplikatywna (lewostronna wewn¦trzna) - zawsze wybieraj redeks

poªo»ony najbardziej na lewo, ale niezawieraj¡cy w sobie innego redeksu

I W j¦zykach programowania dodatkowo przyjmuje si¦ zaªo»enie, »e
ciaªo funkcji nie musi by¢ redukowane; wobec tego nigdy nie wybiera
si¦ redeksu poªo»onego wewn¡trz lambda abstrakcji.

I Posta¢ normalna w takich strategiach to dowolna lambda abstrakcja:

tnf := λx .t.

Jest to (zamkni¦ta) sªaba czoªowa posta¢ normalna.
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Wynik dziaªania programu

I Efekt wykonania programu powinien by¢ obserwowalny przez
u»ytkownika.

I W j¦zyku opartym na czystym rachunku lambda, postaci¡ normaln¡
(przy standardowych strategiach) jest dowolna lambda abstrakcja
(funkcja).

I Nie mamy dost¦pu do wewn¦trznej postaci takiej funkcji, zatem
jedynym efektem dziaªania programu w takim j¦zyku jest informacja,
»e obliczenie zostaªo zako«czone i jego warto±ci¡ jest funkcja (por.
Ocaml, Scheme, etc).

I Zwykle w j¦zykach beztypowych rozszerza si¦ skªadni¦ o staªe bazowe
(numeraªy, warto±ci logiczne, znaki); wówczas b¦d¡ one równie»
mo»liwymi wynikami oblicze«.
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Minimalny j¦zyk programowania Λn

I De�niujemy j¦zyk Λn nast¦puj¡co:
program to dowolny zamkni¦ty lambda term

strategia redukcji to strategia normalna, generuj¡ca sªabe czoªowe

postaci normalne

warto±ci¡ programu jest lambda abstrakcja

v := λx .r
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Minimalny j¦zyk programowania Λn

I Strategia normalna (�woªanie-przez-nazw¦�, 'call-by-name�)

I Semantyk¦ operacyjn¡ wielokrokow¡ realizuj¡c¡ t¦ strategi¦ mo»emy
przedstawi¢ nast¦puj¡co:

λx .r ⇓n λx .r

r ⇓n λx .u u [s/x ] ⇓n v

r s ⇓n v

I Oznaczenia:
r ⇓n:= 9v .r ⇓n v

r ⇑:= ¬(r ⇓n)

I ⇓n jest funkcj¡ cz¦±ciow¡ (strategia jest deterministyczna)
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Równowa»no±¢ programów

I Jak porówna¢ wyniki dziaªania dwóch programów, je±li wiemy o nich
tylko tyle, »e s¡ to funkcje?

aplikatywna symulacja

obserwacyjna równowa»no±¢
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Aplikatywna symulacja

I Dwa lambda termy s¡ �równowa»ne�, je±li zastosowanie ich do tego
samego argumentu daje ten sam efekt, czyli albo oba si¦ zatrzymuj¡,
albo oba si¦ nie zatrzymuj¡. Mo»emy powtarza¢ ten eksperyment, a»
zachowanie obu funkcji b¦dzie si¦ ró»ni¢ (jedna si¦ zatrzyma, druga
nie), albo w niesko«czono±¢...

I Np. termy λx .x i λxy .y nie s¡ równowa»ne � mo»na je rozró»ni¢ za
pomoc¡ Ω:

(λx .x)Ω → Ω → . . .

(λxy .y)Ω → λy .y
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Aplikatywna symulacja

I Formalnie, de�niujemy rodzin¦ relacji vk � Λ2

0
:

dla dowolnych s, s 0, sv0s
0

dla dowolnych s, s 0, svk+1s
0 je±li

8(v := λx .p).s ⇓n v → (9(v 0 := λx .p 0).s 0 ⇓n v 0∧8q.p [q/x ]vkp
0 [q/x ])

I svs 0 wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego k zachodzi svks
0 (s 0

zatrzymuje si¦ co najmniej wtedy, kiedy s)

I de�nicj¦ mo»na rozszerzy¢ na caªy zbiór termów: svs 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy dla ka»dego σ : V → Λ zachodzi sσvs 0

σ

I termy s i s 0 s¡ wzajemnie podobne (s ∼ s 0) wtw, gdy svs 0 oraz s 0vs

(bisymulacja)

I v jest relacj¡ zwrotn¡ i przechodni¡
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Aplikatywna symulacja, c.d.

I W sposób trywialny Ωvr dla dowolnego r

I λx .x i λxy .x nie s¡ w relacji v

I Je±li s ⇑ i t ⇓, to λx1 . . . xn.svλx1 . . . xn.t
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Aplikatywna symulacja, c.d.

Twierdzenie (Charakteryzacja v)

Dla dowolnych s, s 0 2 Λ0, svs 0 wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego

ci¡gu termów zamkni¦tych ~t, je±li s ~t ⇓n, to s 0~t ⇓n.
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Równowa»no±¢ obserwacyjna (kontekstualna)

I Kontekst programu C � dowolny kontekst niezawieraj¡cy zmiennych
wolnych.

I Równowa»no±¢ termów mo»emy scharakteryzowa¢ za pomoc¡
kontekstów:

svctxs
0 wtw, gdy dla ka»dego kontekstuC , je±li C [s] ⇓n, to C [s 0] ⇓n .

I s i s 0 s¡ obserwacyjnie równowa»ne (s ∼ctx s 0), je±li svctxs
0 oraz

s 0vctxs.

Twierdzenie

Dla dowolnych s, s 0 2 Λ0, s ∼ s 0 wtw, gdy s ∼ctx s 0.

Wniosek: Je±li dwa termy s¡ rozró»nialne przez jaki± kontekst, to istnieje
ci¡g termów (kontekst aplikatywny), który je rozró»nia.
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