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ALGORYTMY I STRUKTURY DANYCH

PROBLEMY NP-—ZUPELNE

Instytut Informatyki Uniwersytetu Wroctawskiego Pawel Rzechonek

1. [¥] Dla wymienionych probleméw optymalizacyjnych podaj ich wersje decyzyjne i opisz
zwiazane z nimi wielomianowe algorytmy weryfikacji:

(a) problem kolorowania grafu: polega na znalezieniu minimalnej liczby koloréw (liczba
chromatyczna grafu) potrzebnych do takiego pokolorowania wierzchotkéw grafu pro-
stego, aby zadne dwa sasiednie wierzchotki nie mialty takiego samego koloru;

(b) problem kliki: polega na wyznaczeniu rozmiaru maksymalnej kliki w grafie prostym
(klika to podgraf pelny).

2. [##] Rozwazmy problem optymalizacyjny LONGEST-CYCLE-LENGTH znajdowania
najdluzszego cyklu prostego w grafie. Zdefiniuj formalnie zwiazany z nim problem de-
cyzyjny LONGEST-CYCLE. Wykaz, ze problem optymalizacyjny LONGEST-CYCLE-
LENGTH mozna rozwigza¢ w czasie wielomianowym wtedy i tylko wtedy, gdy problem
decyzyjny LONGEST-CYCLE nalezy do klasy P.

3. [##] Rozwazmy dwa grafowe problemy decyzyjne:

(a) Niech dany bedzie graf prosty G = (V, E). Méwimy, ze zbér wierzchotkéw S C V
jest miezalezny, gdy zadne dwa wierzchotki u,v € S z tego zbioru nie sa polaczone
krawedzia (u,v) ¢ E. Problem zbioru niezaleznego INDEPENDENT-SET mozna
wiec sformulowaé nastepujaco: dla zadanego grafu G i liczby k, sprawdz czy w G
istnieje zbiér niezalezny o rozmiarze co najmniej k.

(b) Niech dany bedzie graf prosty G = (V, E). Méwimy, ze zbér wierzchotkéw S C V jest
pokryciem wierzchotkowym, gdy co najmniej jeden z konicéw kazdej krawedzi (u,v) €
FE znajduje si¢ w S. Problem pokrycia wierzchotkowego VERTEX-COVER mozna
zatem sformutowaé nastepujaco: dla zadanego grafu G i liczby k, sprawdz czy w G
istnieje pokrycie wierzchotkowe o rozmiarze co najmniej k.

Wykaz, ze problemy te redukuja sie wielomianowo:

INDEPENDENT-SET o« VERTEX-COVER
VERTEX-COVER « INDEPENDENT-SET

4. [#xx] Oznaczmy przez 2-CNF problem spelnialnosci formul CNF o dokladnie 2 literatach
w kazdej klauzuli. Wykaz, ze 2-CNF € P.
Wskazowka! Zauwaz, ze formula = V y jest rownowazna z formulg —x = y. Zredukuj
2-CNF do takiego problemu w grafie skierowanym, ktéry ma efektywne rozwiazanie.



5. [#x+] Wiedzac, ze problem 3-speialnosci formut logicznych 3—-CNF jest NP—zupelny,
udowodnij, ze problem kliki w grafie rowniez jest NP—zupelny.
Wskazowka! Niech ¢ = C1 A Cy A ... A Cy bedzie formula logiczna o k klauzulach, gdzie
kazda klauzula C, = (I7 VI VI5) dlar = 1...k zawiera dokladnie trzy rézne literaly 17, If
i l5. Na podstawie ¢ formuly logicznej 3-CNF skonstruuj graf G = (V, E) w nastepujacy
sposéb. Kazdej klauzuli C, = (If V15 V I5) w ¢ niech odpowiada trojka wierzchotkéw
vi, vy, vy € V. Wierzcholki v} i vj laczymy krawedzia (v, vj) € E, gdy zachodza obydwa
warunki:

(a) vj ivj sa wréznych tréjkach, czyli r # s, oraz
(b) odpowiadajace im literaly 17 i IS sa niesprzeczne, czyli [j nie jest zaprzeczeniem [
(jesli I = z i 13 = =z to (v],v]) & E).

6. [x*] Wiedzac, ze problem 3-spelnialnosci formul logicznych 3-CNF jest NP—zupelny,
udowodnij, ze problem 3-kolorowania grafu réwniez jest NP—zupeiny.



