Lista zadan. Nr 3. 29 marca 2009
ALGORYTMY I STRUKTURY DANYCH

ITUWr. II rok informatyki.

. (2pkt) Przeanalizuj nastepujacy algorytm oparty na strategii dziel i zwyciezaj jednoczesnego
znajdowania maksimum i minimum w zbiorze S = {a1,...,a,}:

Procedure MaxMin(S:set)
if |S|=1 then return {ai,a:1}
else
if |S|=2 then return (max(ai,a2), min(a,az))
else
podziel S na dwa réwnoliczne (z doktadnoscia do jednego elementu) podzbiory S1, S2
(mazl, minl) — MaxMin(S1)
(mazx2, min2) — MaxMin(Ss2)
return (max(mazl, maz2), min(minl, min2))

UwAGA: Operacja return (max(aq,as), min(a, as)) wykonuje jedno poréwnanie.

e Jak pokazemy na jednym z wykltadéw kazdy algorytm dla tego problemu, ktéry na elemen-
tach zbioru wykonuje jedynie operacje poréwnania, musi wykona¢ co najmniej f%n - 2]
poréwnania. Dla jakich danych powyzszy algorytm wykonuje tyle poréwnan? Podaj wzo-
rem wszystkie takie wartosci.

e Jak bardzo moze rézni¢ sie liczba poréwnan wykonywanych przez algorytm od dolnej gra-
nicy?

e Popraw algorytm, tak by osiagal on te granice dla kazdej wartosci n?

. (2pkt) Nieporzgdkiem w ciagu ay,...,a, nazywamy kazda pare indeksow {i,j} taka, ze i < j
oraz a; > a;. Utz algorytm obliczajacy liczbe nieporzadkéw w danym ciggu n-elementowym.

. (1 pkt) Niech u i v beda liczbami o n i m cyfrach (odpowiednio). Zalézmy, ze m < n. Klasyczny
algorytm oblicza iloczyn tych liczb w czasie O(mn). Algorytm multiply z wykladu potrzebuje
O(n'°83) czasu, co jest nie do zaakceptowania gdy m jest znacznie mniejsze od n. Pokaz, ze w
takim przypadku mozna pomnozy¢ liczby u i v w czasie O(nm!°8(3/2)).

. (2pkt) Dane jest nieukorzenione drzewo z naturalnymi wagami na krawedziach oraz liczba na-
turalna C'. Uléz algorytm obliczajacy, ile jest par wierzchotkéw odleglych od siebie o C.

. (2pkt) Element tablicy nazywamy lokalnym minimum, jesli sasiadujace z nim elementy sa mniej-
sze od niego. Uléz algorytm, ktory znajduje (jakies) lokalne minimum w tablicy n réznych
elementow.

. (2pkt) Macierz A rozmiaru n X n nazywamy macierza Toeplitza, jesli jej elementy spelniaja
rownanie Afi,j] = Ali — 1,7 — 1] dla2<4i,5 <n.

(a) Podaj reprezentacje macierzy Toeplitza, pozwalajaca dodawa¢ dwie takie macierze w czasie
O(n).

(b) Podaj algorytm, oparty na metodzie “dziel i zwyciezaj”’, mnozenia macierzy Toeplitza przez
wektor. Ile operacji arytmetycznych wymaga takie mnozenie?




. (2pkt) Przeanalizuj sie¢ permutacyjna omawiana na wykladzie (tzw. sie¢ Benesa-Waksmana)

e Pokaz, ze ostatnia warstwe przelacznikoéw sieci BeneSa-Waksmana mozna zastapi¢ inna
warstwa, ktora zawiera n/2 — 1 przelacznikéw (a wiec o jeden mniej niz w sieci oryginalnej)
a otrzymana sie¢ nadal bedzie umozliwia¢ otrzymanie wszystkich permutacji.

e Uogolnij sie¢ na dowolne n (niekoniecznie bedace potega liczby 2).

. (2pkt) Jakie jest prawdopodobienstwo wygenerowania permutacji identycznosciowej przez sie¢
Benesa-Waksmana, w ktorej przetaczniki ustawiane sg losowo (jak w zadaniu 6 listy dodatkowej).

ZADANIA DODATKOWE

. (2pkt) Skonstruuj rodzine sieci przetacznikow {S,|n € N} o gtebokosci asymptotycznie mniejszej
od logn, taka ze S,, umozliwia realizacje wszystkich przesunieé¢ cyklicznych o potegi liczby 2 nie
wieksze od n lub udowodnij, ze taka rodzina nie istnieje.

. (2pkt) Rozwaz algorytm mnozenia dtugich liczb, w ktérym argumenty sa dzielone na niekoniecz-
nie staly liczbe czesci. Jaka ztozono$é potrafisz w ten sposéb osiagnac¢? Pamietaj, ze wraz ze
wzrostem liczby czesci wzrastaja wielkosci wspélczynnikéw w kombinacjach liniowych.

. (2pkt) Utéz algorytmy znajdowania lokalnego minimum (patrz zadanie 4 z regularnej listy) w:

e pelnym drzewie binarnym o n = 2¥ — 1 wierzchotkach;

e kracie o rozmiarze n x n.

ZADANIA DODATKOWE - NIE BEDA ROZWIAZYWANE W CZASIE CWICZEN

. (0 pkt) Przypomnij sobie algorytm scalajacy dwie posortowane tablice U i V' w czasie liniowym,
tj. w czasie liniowo proporcjonalnym do sumy dlugosci tych tablic.

. (1 pkt) Ztozonosé¢ podanego na wyktadzie algorytmu sortowania przez scalenia wyraza sie wzo-
rem:

T(l)=a
T(n) <T([n/2])+T(In/2])+bn dlan>1

dla pewnych a,b > 0. Udowodnij, ze T'(n) € O(nlogn).

. (1 pkt) Zamiast dzieli¢ tablice T na dwie potéwki, algorytm sortowania przez scalanie mogiby
dzieli¢ ja na czeSci o rozmiarach [n/3], [(n+1)/3] oraz [(n+2)/3], sortowa¢ niezaleznie kazda
z tych czesdci, a nastepnie scala¢ je. Podaj bardziej formalny opis tego algorytmu i przeanalizuj
czas jego dzialtania.

. (1pkt) Rozwaz wersje algorytmu muliply dzielace czynniki na trzy i cztery czesci. Oblicz wspol-
czynniki w kombinacjach liniowych okreslajacych wartosci ¢;.

. (1pkt) Udowodnij, ze podana na wykladzie sie¢ przelacznikéw (sie¢ Benesa-Waksmana) jest
asymptotycznie optymalna pod wzgledem gtebokosci i liczby przetacznikéw.

. (1pkt) Zalozmy, ze przetaczniki ustawiane sa losowo (kazdy przelacznik z jednakowym prawdo-
podobienstwem ustawiany jest w jeden z dwoch stanéw). Sie¢ zbudowang z takich przelacznikow
mozna traktowaé jako generator losowych permutacji. Udowodnij, ze nie istnieje sie¢ przelacz-
nikéw, generujaca permutacje z rozktadem jednostajnym.
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