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1 Wprowadzenie

W wielu problemach grafowych, grafy poddawane sg dynamicznym zmianom, takim jak dodawanie,
usuwanie wierzchotkéw lub krawedzi.

W ostatnich 20 latach rosto zainteresowanie grafami, ktére zmieniajg swoja strukture w czasie. W
wyniki czego powstalo wiele efektywnych algorytméw i struktur danych, ktére rozwiazuja dyna-
miczne problemy grafowe.

Definicja Uaktualnieniem grafu bedziemy nazywaé operacje, ktéra wstawia lub usuwa krawe-
dzie czy wierzcholki lub zmienia wartosci z nimi zwigzane np. wagi.

Definicja Graf dynamiczny jest to graf poddany sekwencji uaktualnien.

Celem dynamicznych algorytméw grafowych jest efektywne uaktualnianie rozwigzania problemu
po zmianie struktury grafu, zamiast kazdorazowego budowania rozwigzania od poczatku uzywajac
statycznego algorytmu. Chcemy takze minimalizowaé¢ czas pojedynczej operacji uaktualnienia.

W naszych rozwazaniach, n bedzie oznaczalo liczbe wierzchotkéw w grafie. Grafy bedziemy oznaczaé
litera G, lasy litera F', a drzewa litera T

Usuniecie wierzchotka bedziemy rozumieé jako usuniecie wierzchotek oraz wszystkich krawedzi z
nim incydentnych.

2 Podzial probleméw

Dynamiczne problemy grafowe mozemy podzieli¢ wedtug rodzaju operacji, ktére sa dozwolone:

Definicja Problem nazywamy w pelni dynamicznym, jesli dozwolone jest zaréwno wstawianie
i usuwanie wierzchotkéw oraz krawedzi.

Definicja Problem nazywamy wstepujacym, jesli dozwolone jest tylko wstawianie.

Definicja Problem nazywamy zstepujacym, jesli dozwolone jest tylko usuwanie.

Zaprezentujemy jeden problem w pelni dynamiczny oraz jeden zstepujacy. Wstepujacy problem

sp6jnosci grafu mozna rozwiazaé¢ uzywajac struktury danych UNION-FIND w czasie O(an), gdzie
« to liczba uaktualnien i zapytan.



3 Plan wykladu

W pierwszej czeéci zaprezentujemy strukture danych - ET drzewo, na ktérej beda bazowaé algo-
rytmy przedstawiane w dalszej czesci wyktadu:

e W pelni dynamiczny algorytm rozwiazujacy problem spéjnosci grafu.

e Zstepujacy algorytm znajdujacy minimalne drzewo spinajace grafu.

4 ET drzewa

4.1 Wprowadzenie

Oba zaprezentowane algorytmy beda uzywaly ET drzew jako struktury danych. ET drzewa zostaly
wynalezione przez M.Henzinger i V.King w ich wspélnej pracy [1].

Drzewo, ktére bedziemy chcieli reprezentowaé przy pomocy ET drzewa bedziemy nazywaé drzewem
reprezentowanym.

Dla przypomnienia, cyklem Eulera w grafie nazywamy cykl, ktéry przechodzi kazda krawedz doktad-
nie raz. Jako cykl Eulera po ukorzenionym drzewie T', bedziemy rozumieé¢ cykl FEulera po grafie G,
powstalym z T przez zastapienie kazdej krawedzi przez dwie krawedzie skierowane z przeciwnymi
zwrotami. Cykl ten zaczyna sie i konczy w korzeniu 7.

Cykl Eulera po drzewie T', przechodzi kazda krawedz doktadnie dwa razy: raz wchodzac do pod-
drzewa do ktérego prowadzi krawedz, a drugi raz wychodzac z tego poddrzewa. Mozemy mysle¢ o
cyklu Eulera po drzewie T' jako o DFS, ktéry zaczyna si¢ i konczy w korzeniu Rysunek 1.

Whniosek ET drzewo bedzie miato O(n) wierzchotkéw.

Rysunek 1: Przykitadowe drzewo T oraz jego cykl Eulera. Porzadek w jakim wierzchotki sg od-
wiedzane pokazuja czerwone strzalki - zaczynamy od korzenia R. Sekwencja kolejnych odwiedzen to:
RARBCDCECBVFBGBR.

ET drzewo reprezentuje sekwencje odwiedzin kolejnych wierzchotkéw w cyklu Fulera po drzewie T
Sekwencje bedziemy przechowywaé uzywajac zbalansowanego drzewa binarnego, wzbogaconego o
operacje na listach - SPLIT(v) oraz JOIN(v, w). Kluczem wezta w tym drzewie bedzie jego czas
odwiedzenia w cyklu Eulera po drzewie reprezentowanym. Latwa implementacja jest drzewo splay.



Kazdy wierzchotek w drzewie T', ktore chcemy reprezentowaé bedzie zawieral wskaznik do pierw-
szego oraz ostatniego odwiedzenia w sekwencji reprezentowanej przez ET drzewo Rysunek 2.

RIA|R|B|C|D|C|E|C|B|F|B|G|B|R

Rysunek 2: ET drzewo roprezentuje sekwencje odwiedzen wierzchotkéw, ktora zaczyna sie i konczy w
korzeniu. Wskazniki z tej sekwencji prowadza do wierzchotkéw reprezentowanego drzewa. Kazdy wierzcho-
tek z reprezentowanego drzewa ma wskaZniki do pierwszej i ostatniej wizytacji w sekwencji. (na rysunku
zaznaczone sg jedynie wskaZzniki prowadzace od i do korzenia).

ET drzewa przechowuja w tatwy sposob informacje o poddrzewach reprezentowanego drzewa. Roz-
wazmy wierzchotek v z drzewa, ktére chcemy reprezentowac. Wszystkie wierzcholki z poddrzewa
ukorzenionego w v znajduja si¢ w ET drzewie pomiedzy pierwszym, a ostatnim odwiedzeniem wv.

4.2 Operacje

Chcemy na ET drzewie wykonywaé 3 podstawowe operacje:

e FINDROOT(v) - znajduje korzen drzewa, ktore zawiera v. W cyklu Eulera po drzewie T korzen
jest odwiedziany pierwszy oraz ostatni. Wystarczy wiec wyszuka¢ minimum lub maksimum
w ET drzewie.

e CUT(v) - Chcemy odcia¢ poddrzewo ukorzenione w v. Cykl Eulera po poddrzewie ukorzenio-
nym w v, jest jednym spéjnym blokiem sekwencji wizytacji zaczynajacym sie i konczacym w
v. Wystarczy wieé wykonaé operacje listowa SPLIT przed pierwszym odwiedzeniem v oraz po
ostatnim odwiedzeniu v. W wyniku tych operacji dostaniemy ET drzewo poddrzewa ukorze-
nionego w v oraz 2 KT drzewa, ktore pokrywaja sekwencje odwiedzenia przez wejsciem do
poddrzewa v oraz po wyjsciu z niego. Wykonujemy JOIN na tych 2 ostatnich sekwencjach. W
wyniku dostaniemy ET drzewo odcietego poddrzewa ukorzenionego w v oraz ET drzewa T
bez poddrzewa ukorzenionego w v.

e LINK(v,w) - Chcemy umieéci¢ krawedz pomiedzy dwoma drzewami, ktére zawieraja odpo-
wiednio v oraz w. Wierzchotek v ma zosta¢ synem w. W ET drzewie taka operacja musi
umieszczaé sekwencje przejscia poddrzewa ukorzenionego w v bezposrednio po pierwszym
odwiedzeniu w oraz bezposrednio przed jego drugim odwiedzeniem. Mozemy to zrobi¢ wyko-
nujac SPLIT na ET drzewie zawierajacym w zaraz po pierwszym odwiedzeniu w. Wystarczy
teraz potaczyé¢ czes¢ do pierwszego odwiedzenia w, ET drzewo w ktérym znajduje sie wv,
drzewo zlozone z singletona w oraz cze$é¢ po pierwszym odwiedzeniu w.



Wszystkie powyzsze 3 operacje wymagaja stalej ilosci standardowych operacji, ktére dziataja na
zbalansowanym drzewie binarnym w czasie O(logn), stad kazda z nich wymaga czasu O(logn)

5 Problem spdjnosci dynamicznego grafu

Chcemy odpowiadaé¢ na pytania postaci:

e CONNECTED(v,w) - zwraca TRUE wtedy i tylko wtedy gdy istnieje $ciezka z v do w w grafie.

e CONNECTED(G) - zwraca TRUE wtedy i tylko wtedy gdy graf G jest spdjny.

Przedstawimy algorytm, ktéry uaktualnia strukture grafu w czasie O(log?n) oraz odpowiada na
powyzsze pytania w czasie O(logn).

Gdybyémy rozwazali wariant wstepujacy tego problemu, mozemy rozwigza¢ go w nastepujacy spo-
sob:
e zbudowaé las spinajacy F' grafu G.

e zastosowaé ET drzewo do zarzadzania tym lasem.

W pelni dynamicznej wersji problemu, nie jest juz tak tatwo.

Idea: Bedziemy przechowywac logn laséw spinajacych Fy, Fi, ..., Flogn. Kazdy jako ET drzewo.

Kazdej krawedzi przypiszemy range. Ranga bedzie liczba naturalna z przedziatu od 0 do logn.

Bedzie ona mogla jedynie zmniejszaé sie w czasie.

Definicja G; bedzie grafem sktadajacym si¢ z krawedzi o randze nie wigkszej niz ¢. Wtedy G =
Glogn'

Definicja F; bedzie lasem spinajacym grafu Gj.
W czasie dziatania algorytmu bedziemy utrzmywaé¢ 2 niezmienniki:

Niezmiennik 1 Kazda spéjna skladowa G; ma co najwyzej 2¢ wierzchotkéw.

Niezmiennik 2 Fj,, jest minimalnym lasem spinajgcym grafu G, uzywajac rangi krawedzi jako
wagi. I = G; N Flogp.

Chcemy, zeby nasza struktura skladajaca sie z logn laséw spinajacych implementowala ponizsze 4
operacje:

e INSERT(e=(v,w)):

Chcemy umiesci¢ w grafie krawedz (v, w). Ustawiamy range tej krawedzi na logn oraz uak-
tualniamy listy sasiedztwa v oraz w, dodajac odpowiedni wierzcholek do nich. Dodatkowo
wywolujemy procedury FINDROOT (v) oraz FINDROOT (w). Jesli ich wyniki sg rézne, to w wy-
niku dodania krawedzi drzewa zawierajace v oraz w polacza sie. Jedli tak jest, dodajemy
krawedz e do Fiog -



e DELETE(e=(v,w)): Najpierw usun krawedz e z list sgsiedztwa w oraz v, nastepnie:

- jesli e nalezy do Flogn:
- usun e z kazdego F; dla i > ranga(e).
- poszukaj krawedzi zastepczej, ktéra potaczy v oraz w:
- krawedZ zastepcza nie moze mieé rangi mniejszej niz ranga(e)
z niezmiennika 2 - kazdy F; jest MST wzgledem rangi krawedzi.
- for i = ranga(e) to logn
- niech T, bedzie drzewem zawierajacym v, a T,, drzewem zawierajacym w.
- w razie potrzeby zamienmy v z w aby zachodzilo |T,| < |T}|.
- 7z niezmiennika 1, wiemy, ze |T,| + |T,| < 27, stad |Tp,| < 20%D)) a to oznacza,
ze mozemy zdegradowaé wszystkie krawedzie z T, do poziomu ¢ — 1, zachowujac
dalej niezmiennik.

- dla kazdej krawedzi ¢’ = (z,y), gdzie x nalezy do T, oraz ranga(e’) = i:
- jedli y nalezy do T),: dodaj €’ do Fy, F(j11y; - - -, Flogn-
- w.p.p. zmniejsz range ¢’ do 7 — 1.

e CONNECTED(v, w):
Odpowiada na pytanie, czy istnieje $ciezka z v do w:
return FINDROOT(v) == FINDROOT(w) w Fiogn

e CONNECTED(G)
r = PATH-UP(v), gdzie v jest dowolnym wierzchotkiem z G.
if size[v] = n then
return TRUE

else
return FALSE

— PATH-UP(v) zwraca korzen ET drzewa zwierajacego v - nie myli¢ z korzeniem drzewa
reprezentowanego. Wedruje w gore ET drzewa.

— sizel[v] zwraca ilo$¢ wierzchotkéw w poddrzewie ET drzewa zakorzenionego w v wraz
z v. Zarzadzamy ta wartoscig przez wzbogacenie zbalansowanego BST, w ktérym prze-
chowujemy ET drzewo. Nie zmienia to asymptotycznego kosztu operacji na tym BST.

Dodatkowo musimy wzbogaci¢ nasza strukture danych, aby méc wykonywaé¢ DELETE w rzadanym
czasie:

e chcemy sprawdzaé czy |T,| < |Ty| w O(1), mozemy to zrobié¢ przez standardowe wzbogacenie
struktury przez zwiazanie rozmiaréw poddrzew z wierzchotkami.

e dla kazdego wierzchotka w poddrzewie ukorzenionym w v w Fj;: chcemy sprawdzaé czy pod-
drzewo ukorzenione w v zawiera jakie$§ wierzcholki incydentne do krawedzi o randze = i. Szu-
kamy nastepnej krawedzie o randze i incydentnej do jakiego$ = nalezacego do T,, w O(logn)
znajdujac nastepnika w drzewie i skaczac po pustych poddrzewach.

Analiza kosztu



e INSERT: - stala liczba podstawowych operacji na ET drzewie, kazda dziala w czasie O(logn)
stad czas dzialania INSERT wynosi O(logn).

e CONNECTED(v,w): - dwa wywolania FINDROOT, kazde dziala w czasie O(logn) stad cala pro-
cedura dziala w czasie O(logn).

e CONNECTED(G) - jedno przejscie w gore drzewa o wysokosci O(logn) - czas O(logn).
e DELETE
— Glowny koszt to usuwanie krawedzi z co najwyzej logn laséw spinajacych, kazde usu-
niecie zajmuje czas O(logn), stad koszt to O(log® n).

— Szukanie krawedzi zastepczej. Tutaj analiza jest zamortyzowana i opiera sie na fakcie, ze
ranga kazdej krawedzi jest zmniejszana co najwyzej log n razy, a najbardziej zewnetrzna
petla, w ktérej to robimy wykonuje sie tez logn razy, stad zamortyzowany koszt szukania
krawedzie zastepczej wynosi O(log? n).

— Calkowity koszt DELETE jest zamortyzowany i wynosi O(log?n).

Poprawienie czasu

Czysto teoretycznie, mozemy poprawi¢ czas odpowiadania na pytania oraz czas wykonywania uak-
tualnien grafu. Osiagniemy to uzywajac do przechowywania naszych laséw spinajacych B-drzew o
stopniu O(logn) zamiast drzew BST. W rezultacie otrzymujemy ponizsze czasy:

e CONNECTED - O(logn/loglogn).

e INSERT - O(log®n/loglogn).

e DELETE - O(log®n/loglogn).

6 Zstepujacy algorytm MST

Zaprezentuje algorytm i strukture danych do utrzymywania lasu rozpinajacego. Bedac precyzyjnym
algorytm i struktura danych zuzywa O (n% log n) zamortyzowanego czasu ha operacje uaktualnienia
grafu. Dodatkowo jest w stanie odpowiada¢ na pytanie w O (1) jest to czas najgorszego przypadku.
Rozwazmy problem utrzymania minimalnego lasu rozpinajacego (msf) podczas wykonywania ope-
racji usuwania krawedzi. Zalézmy ze mamy wazony graf G = (V, E), gdzie V to zbiér wierzcholtkéw
(V] =n), a E to zbiér krawedzi (|E| = m). Chcemy utrzymywaé¢ minimalny las rozpinajacy F
podczas wykonywania operacji uaktualniania grafu:

o delete(u,v): Usuwamy krawedz {u, v} z grafu G. Jedli {u,v} € F, to:

— usuwamy {u,v} z F.

— zwracamy najlzejsza krawedz e € G \ F ktoéra polaczy na nowo F, jesli taka krawedz e
nie istnieje zwracamy null.

Co wiecej struktura bedzie pozwalata odpowiadaé na nastepujace pytanie:



e connected(u,v): zwraca true jesli miedzy wierzcholkami istnieje $ciezka oraz false jesli taka
Sciezka nie istnieje.

W 1985 Fredrickson wprowadzil strukture danych topology trees, ktéra rozwiazywalta ten probelm
w czasie O (y/m) jest to czas potrzebny na przeprowadzenie aktualizacji. Czas po$wiecony na od-
powiedZ na pytanie czy istnieje Sciezka pomiedzy dwoma wierzchotkami to O (1). W 1992 Eppstein
osiagna czas O (y/n) uzywajac sparsification technique. W 1997 Monika Rauch Henzinger i Valerie

King zaprezentowaly strukture danych, ktora porzebuje O (n% log n) zamortyzowanego czasu na

aktualizacje 1 odpowiada na pytania w O (1) jest to czas najgorszego przypadku. Ten algorytm
zostanie przedstawiony w ponizszym dokumencie.

7 Utrzymywanie minimalnego lasu rozpinajacego

Przedstawie teraz algorytm stuzacy do utrzymywania minimalnego lasu rozpinajacego z dozwolong
operacja usuwania krawedzi. Bez straty ogélnosci zalézmy, ze wagi na krawedziach sa rozréznialne.
Na poczatku wyliczamy minimalny las rozpinajacy F dla grafu G. Mozemy uzy¢ do tego algorytm
Prima uzywajacego kopcéw fibonacciego. Czas poswiecony na wyliczenie msf to O (m + nlogn).
Niech m;n oznacza liczbe krawedzi nie bedacych w F a bedacecyh w G (niedrzewnych), mam
tutaj na mysli stan F' i G na poczatku (przed wykonaniem aktaulizacji na strukturze). Ponadto

niech k = m;i logn. Sortujemy niedrzewne krawedzie wzgledem wagi i rozmieszczamy je w m;n /k
poziomach, kazdy poziom ma rozmiar k. K najlzejszych znajdzie sie na poziomie 0, kolejne k
najlzejszych znajdzie sie na poziomie 1 i tak dalej. Zbiér krawedzi z poziomu i oznaczmy przez F;.
Co wiecej wszystkie krawedzie nalezace do F' (drzewne) umieszczamy w Ej.

Podczas wykonywania algorytmu, poziom przypisany do krawedzi pozostaje niezmieniony. F' ozna-
cza minimalny las rozpinajacy dla catego grafu G. Dla kazdego ¢ = 0,1, .., (m;n /k) — 1 niech F;
oznacza minimalny las rozpinajacy dla grafu ze zbiorem wierzchotkéw V' i zbiorem krawedzi U, ¢; Ej.
Na poczatku dla kazdego ¢, F; = F', jednakze podczas wykonywania aktualizacji struktury moze
sie to pozmienia¢, poniewaz niedrzewne krawedz z dowlonego poziomu moze sta¢ sie krawedzig
drzewna. Mamy nastepujacy niezmienik Fyp C F; C ... C F(m;n Jk)-1 = F, ktéry zostaje zachowany
podczas dzialania algorytmu. Niech T; (z) oznacza drzewo w F; zawierajace x, a T (x) oznacza
drzewo w F' zawierajace x.

7.1 Gléwna idea

Jesli usuwamy krawedz e = {u,v} taka ze e ¢ F, to F nie zmienia sie, nie jest to zbyt cieka-
wy przypadek. Zalézmy wiec, ze usuwamy krawedz e, ktéra na ¢ - tym poziomie jest krawedzia
drzewng. Dla kazdego lasu I}, gdzie j > i drzewo zawierajace ta krawedz zostanie podzielone na
dwa drzewa T (u) i Tj (v). Szukamy najlzejszej krawedzi niedzewnej ktéra potaczy na nowo T (u)
i T (v), zbierajac i testujac zbiér S kandydujacych krawedzi z poziomu i. Jesli takiej krawedzi nie
znajdziemy powtarzamy ta procedure na poziomie ¢ + 1 az do wyczerpania wszystkich poziomoéw.

Teraz opiszemy operacje uaktualniania:



delete(u,v): usuwamy krawedz {u,v} z kazdego miejsca w strukturze w ktérym wystepuje. Jesli
{u,v} jest krawedzia drzewna na poziomie i wtedy wywolujemy procedure Replace(i,u,v).

W algorytmie przedstawionym ponizej procedura Search(T; (u)) zwraca wszystkie niedrzewne kra-
wedzie z poziomu i, ktére sa incydentne z drzewem T; (u). Procedura Search zostanie dokladnie
opisana w puzniejszej czesci tego dokumentu.

Replace(i, u,v)

1. Wykonujemy Search(T; (u)) , Search(T; (v)).

e Jeden z Search - 6w sie zatrzymal i zwrdécil niepusty wynik, niech S oznacza wynik
zwrocony przez ten Search.

e Search - e zwrécily puste wyniki wtedy S bedzie zbiorem wszystkich niedrzewnych kra-
wedzi z poziomu 1.

2. Sprawdzamy kazda krawedz z S czy taczy T; (u) i T; (v).

e znalezlismy krawedZ ktéra taczy T; (u) i T; (v), wprowadzamy ta krawedz do F' oraz do
kazdego lasu F}, gdzie j > i.

e w S nie znalezliémy szukanej krawedzi. Jesli ¢ nie jest ostatnim poziomem wywolujemy
Replace(i 4+ 1,u,v). Jedli i jest ostatnim poziomem procedura Replac kohczy sie, nie
znajdujemy zastepczej krawedzi.

7.2 Struktura danych

Kazde drzewo w dowolnym F; i w F' bedzie reprezentowane jako ET-drzewo, zaowocuje to dwiema
korzysciami:
e Staly czas potrzebny na sprawdzenie czy jaka$ krawedz taczy dwa drzewa.

e Szybko mozemy odnale$¢ niedrzewne krawedzie w F;, ktore sa incydentne z zadanym drze-
wemn.

Aby zmniejszy¢ koszty bedziemy trzymaé tylko te F; w pamieci, ktorych i jest wielokrotnoscig
L

m;, /logn. Kazde ET-drzewa jest przechowywane w B-drzewie o stopniu d. Dzigki temu bedziemy

mogli:

e Zaimplementowa¢ usuwanie i dodawanie krawedzi w F' w czasie O (dloggn) (split lub join
wykonany na ET-drzewie).

e Sprawdzaé czy dwa wierzcholki sa w tym samym drzewie w czsie O (log;n)
Jesli przyjmiemy ze d = n®, gdzie o - dodatnia stala to:

e O(dlog;n)= 0O (d).



e O(loggn)=0(1).
Struktura danych bedzie sktada¢ sie¢ z nastepujacych elementéw:

1. Kazda krawedZ ma przypisany swéj poziom %, oraz bit ktéry informuje czy jest to krawedz
drzewna czy tez nie.

/ 2
2. Niech k' = max {77’sz'I logn, nE}, gdzie € € (0, %] Dla kazdego drzewa w F' reprezentujemy je

jako ET-drzewo, ktére jest zaimplementowane za pomocg B-drzewa o stopniu K.

,l . . . . . . . . . . . . y
3. Niech ¢ = m;; log n. Mapujemy kazdy poziom i na poziom j taki, ze f(i) = j, gdzie f(i) = c| %]
. Dla kazdego poziomu j takiego ze c|j:
(a) Kazde drzewo z Fj jest reprezentowane jako ET-drzewo i jest trzymane w B-drzewie o
stopniu 2.
(b) Dla kazdego wierzchotka v tworzymy liste L; (v), ktéra zawiera:
e Waszystkie niedrzewne krawedzie incydentne do v ktére sa na jakimkolwiek poziomie
i, gdzie i € f71 ().
o Wszystkie drzewne krawedzie incydentne do v ktore sa na jakimkolwiek poziomie
i > j, gdzie i € f~1(j).
(c) Zaznaczamy kazde wystapienie wierzchotka v ktérego lista L; (v) nie jest pusta. Kazdy

wierzcholek w ET-drzewie jest zaznaczony jezeli drzewo zakorzenione w nim zawiera
zaznaczony wierzcholek.

7.3 Procedura Search

Search(T; (u)) - zwraca wszystkie niedrzewne krawedzie z poziomu ¢ incydentne z T; (u). Zaczynamy
od przeszukania T';) (u), ktore jest poddrzewem T; (u). Sprawdzamy wszystkie krawedzie nalezace
do L; (v) dla kazdego wierzchotka v w drzewie T; (u). Niedrzewne krawedzie z poziomu i sa po kolei
wybierane, a wszystkie drzewne krawedzie z poziomu i,, f@) < i <i prowadza do innych drzew
wchodzacych w sklad Fy;). Wszystkie takie krawedzie drzewne prowadza do innych drzew Fj(;),
ktore sa poddrzewami T; (u). Wszystkie poddrzewa T; (u) zostana sprawdzone w ten sposéb.

Procedura Search w pseudokodzie:
Search(T; (u))

1. S —0;
2. listadrzew « Ty (u);
3. Powtarzamy dopdki listadrzew # 0;

(a) Usuwamy jedno ET-drzewo z listadrzew;



(b) Dla kazdego zaznaczonego wierzchotka x w ET-drzewie oraz dla kazdej krawedzi {z,y} €
Ly (@):
o if {x,y} jest krawedzia niedrzewna dodaj ja do S
e else if {z,y} jest krawedzia drzewna na poziomie | < i to dodaj T} (y) do lista-
drzew;

4. Return S';

7.4 Analiza zlozonoSci

Niech t oznacza liczbe krawedzi w F' przed wykonaniem jakiejkolwiek aktualizacji w grafie. W koszt
stworzenia struktury wliczamy kolejno:

1. Obliczenie minimalnego lasu rozpinajacego. Zajmie to czas O (m + nlogn).
2. Posortowanie i podzielenie wszystkich krawedzi niedrzewnych O (mlogm).

3. Stowrzenie ET-drzew dla F', oraz dla kazdego lasu Fj, gdzie c|j. Zajmuje to czas proporcjo-
nalny do wilkoéci kazdego lasu czyli O (m;n + t).

4. Stworzenie wszystkich list L zajmuje czas propocjonalny do liczby niedrzewnych krawedzi
0] (mm)

Koszt usunigcia niedrzewnej krawedzi: Usunigcie niedrzewnej krawedzi z ktéregokolwiek pozio-
mu moze spowodowaé koniecznd¢ zrestartowania znacznika na wierzchotkach w niektéorych ET-
drzewach. W najgorszym przypadku bedzie to restartowanie znacznika na wszystkich wierzchotkach
na $ciezce az do korzenia. Zajmie to maksymalnie czas O (logn).

Usuniecie i wstawienie drzewnej krawedzi do struktury:

W czas poswiecony na usuniecie drzewnej krawedzi wchodzi:

e Usuniecie krawedzi z odpowiedniego ET-drzewa wchodzacego w sktad F. Czas O (k,)

e Usuniecie krawedzi z pojedynczego ET-drzewa O (logn). Trzeba to zrobi¢ dla kazdego lasu
F;, gdzie c|j. W sumie daje to czas O (((m;n/k) /c) log n)

Czas poswiecony na dodanie drzewnej krawedzi jest propocjonalny do czasu potrzebnego na usu-
niecie drzewnej krawedzi.

Szukanie zastepczej krawedzi: Niech w (T') dla pewnego drzewa T w pewnym lesie F; oznacza
wage drzewa (w (T) = > per [ L) (v) ]) Aby przej$é od korzenia do liscia w ET-drzewie w celu
odnalezienia zaznaczonego wierzchotka, albo przejé¢ od zaznaczonego liScia do korzenia potrzeba
poswieci¢ O (logn) czasu. Dlatego koszt Search(T; (x)) to O (w (T; (x)) logn). Koszt wykonywania
Replace to koszt Search plus koszt sprawdzenia kazdej krawedzi ze zbioru S czy laczy na nowo
dwa drzewa. Sprawdzenie odbywa si¢ w czasie O (1). Wielko$é zbioru S to O (min {k,w (T)}).
Zauwazamy ze jest co najwyzej k krawedzi na kazdym poziomie. Kazda lista L; (v) zawiera co
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najwyzej krawedzie z ¢ pozioméw. Wnioskujemy wiec, ze w (T') < ck. Podsumuwujac koszt szukania

zastepczej krawedzi to O <m'§ logn + n€>.

Zauwazamy réwniez ze odpowidz na pytanie connected(u,v) zostaje znaleziona w czasie O (1) uzuy-
wajac E'T-drzew dla przechowywania drzew z lasu F'.
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