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Streszczenie

Moze sie wydawaé na pierwszy rzut oka, ze bazy danych maja niewiele wspolnego z geometria.
Jednakze na wiele pytan (zapytan) dotyczacych baz danych moze by¢ interpretowanych w ujeciu
geometrycznym. Aby to osiagnaé przeksztalcamy rekordy bazy danych w punkt przestrzeni k-
wymiarowej, natomiast zapytania do bazy w zbiory punktéow w takich przestrzeniach. Problemy
w takim ujeciu bedziemy nazywaé przeszukiwaniem obszaréw (range searching problem). Jedna
ze struktur stuzacych do rozwiazywania takich probleméw sa kd-drzewa, ktére to oméwimy w
ponizszym opracowaniu.

1 Ogoblny opis

Omowienie idei kd-drzew przedstawimy na przyktadzie 2-wymiarowego przeszukiwania obszarow.
Ta struktura jest szczegdlnie przydatna w przypadku 2-wymiarowym i pozwala nam zajaé¢ jedynie
O(n) pamieci, jednakze bedzie nas to kosztowaé zwiekszeniem czasu zapytan w stosunku do innych
struktur dla tego problemu (np. drzewa przedzialowe).

Obserwacja 1. Punkty nalezgce do P mozemy zastapié punktami innej przestrzeni. Wspdtrzedne
tych punktow zamienimy na wspotrzedne w tzw. przestrzent liczb ztozonych w postaci pary liczb.
Liczbe ztozong dwdch liczb a i b bedziemy oznaczaé przez (alb). Jedyne czego potrzebujemy to po-
rzgdek lintowy na przestrzent liczb ztozonych, ktory bedzie odpowiadal porzqdkow: na pierwotnych
wspotrzednych. Zdefiniugmy go zatem jako porzadek leksykograficzny na liczbach ztozonych, a wiec
dla dwdch liczb ztozonych (alb) i (a’|b') mamy:

(alb) < (V) <= a<d Wb (a=d ib<¥) (1)

Zatem kazdy punkt p = (pz,py) z P mozemy zamieni¢ na p = ((pz|py), (Pylpz)). W ten sposdb
otrzymujemy nowy zbior punktow Pz wspotrzednymi w przestrzeni liczb ztozonych. Latwo zauwazyd,
ze P spelnia ograniczenia ktorych wymagamy, tzn. kazde dwa punkty majg rdzne wspotrzedne x i y.
Oczywiscie musimy takze dostosowaé nasze zapytanie (prostokatny przedziat) by odpowiadat nowym
wspdtrzednym. Dla przedziatu R = [z : 2|z[y : y'] przedzial przeksztatcony w nowych wspétrzednych
bedzie wygladat nastepujgceo:

R = [(z] = 00) : (2| + 00)] x [(y] = 00) = (y/| + 0)] (2)

Pozostaje wykazaé poprawnos$é naszego przeksztatcenia, tzn. ze punkty z P spelniajace zapytanie
R odpowiadaja punktom z P spelniajacym zapytanie R.



Lemat 1. Niech p bedzie punktem, a R bedzie prostokgtnym przedziatem w przestrzeni 2-wymiarowe;.
Wtedy:
peER < peR (3)

Dowdd. Niech R = [z : &|z[y : /] oraz p = (pz,py). Z definicji, p € R <= =z < p, <2’ i
y < py < y'. To natomiast zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy (z| — 00) < (pz|py) < (2/| + o0) i

(y] — 00) < (pylpz) < (V'] + 0), a zatem wtedy i tylko wtedy gdy p € R. O

Zatem nasza obserwacja jest poprawna. Warto zauwazy¢, ze nie ma potrzeby pamietaé wspotrzed-
nych w postaci ztozonej, a jedynie wykorzystywaé nasza obserwacje przy wykonywaniu poréwnaii.
To podejscie mozna tez zastosowaé w przypadku k-wymiarowym.

Wychodzac z idei 1-wymiarowych drzew przedzialowych chcieliby$my zbudowaé¢ drzewo BST do
przeszukiwania naszego zbioru punktéw. Pojawia sie jednak problem, gdyz musimy w naszym
przypadku wziaé¢ pod uwage dwie wspoirzedne = i y. Aby to obejs¢ bedziemy na zmiane braé¢ pod
uwage wspotrzedna x i wspotrzedna y.

Doktadniej, w korzeniu budowanego drzewa dzielimy zbiér P pionowsg linig [ na dwa réwnoliczne
podzbiory. Informacje o | przechowujemy w korzeniu. P,z - zbior punktow lezacych na lewo
od [ lub zawartych w [ przechowujemy w lewym poddrzewie, natomiast P.;gns - zbior punktéw
lezacych na prawo od [ przechowujemy w prawym poddrzewie. Dla lewego syna korzenia dzielimy
Py¢ ¢ na dwa réwnoliczne podzbiory linig pozioma; punkty pod lub na linii podziatu przechowujemy
w lewym poddrzewie lewego syna korzenia, natomiast punkty nad linia podziatu przechowujemy
w prawym poddrzewie. Lewy syn korzenia przechowuje linie podziatu. Podobnie postepujemy z
Prignt dzielac go poziomg linig na dwa réwnoliczne podzbiory przechowywane w synach prawego
syna korzenia. Zbiory przechowywane we wnukach korzenia ponownie dzielimy liniami pionowymi.
Ogolnie bedziemy dzieli¢ liniami pionowymi w wierzchotkach o parzystej gtebokosci, natomiast
poziomymi w wierzchotkach o nieparzystej gtebokogci.

Tak zbudowane drzewo nazywamy kd-drzewem. Oryginalnie nazwa ta miala okresla¢ k-wymiarowe
drzewo, wiec drzewo ktorego budowe opisujemy powyzej nazwalibysSmy 2d-drzewem. 7 czasem
oznaczenie to przestato by¢ stosowane i dzi§ méwimy o 2-wymiarowym kd-drzewie.

2 Budowa 2-wymiarowego kd-drzewa

Mozemy skonstruowaé¢ kd-drzewo korzystajac z rekurencyjnej procedury, ktora opiszemy ponizej.
Procedura posiada dwa parametry: zbiér punktéow i liczbe naturalnag. Pierwszy parametr to zbior
punktow, dla ktorych budujemy kd-drzewo (na poczatku wykonania tym zbiorem jest P), drugi
parametr okresla gleboko$é rekursji i pozwala stwierdzi¢ glebokosé rozpatrywanego w procedurze
wierzchotka (na poczatku jest to 0). Procedura w wyniku zwraca korzen kd-drzewa.

2.1 Zlozono$¢é czasowa i pamieciowa

Zacznijmy od zlozonosci czasowej. Najbardziej kosztowny krok jaki wykonujemy to znalezienie
punktu podziatu zadanego zbioru punktéw. Znalezienie mediany moze by¢ przeprowadzone w czasie
liniowym. Jednakze takie algorytmy sa raczej skomplikowane, lepszym podejsciem jest posortowanie



Algorithm 1 BuildKdTree(P, depth)
Input: Zbiér punktéw P i obecna glebokosé depth.
Output: Korzen kd-drzewa dla zbioru P.
if P zawiera jeden punkt then
return lis¢ przechowujacy ten punkt
else if depth jest parzysty then
Podziel P na dwa réwnoliczne podzbiory linig pionows [ przechodzaca przez mediane po wspol-
rzednych z punktéw ze zbiory P. Niech P; bedzie zbiorem punktow lezacych na lewo od [ i na
[, a Py bedzie zbiorem punktéw na prawo od [.
else
Podziel P na dwa réwnoliczne podzbiory linia pozioma [ przechodzaca przez mediane po wspol-
rzednych y punktéow ze zbiory P. Niech P; bedzie zbiorem punktéw lezacych pod [ inal, a P»
bedzie zbiorem punktéw nad .
end if
Vieft < BuildKdTree( Py, depth + 1)
Uright < BuildKdTree(P,, depth + 1)
Stworz wierzchotek v w ktorym beda trzymane informacje o [, jego lewym synem bedzie vy, a
pPrawyin Uright
return v

wczesniej naszego zbioru P po wspotrzednych x i y. Zamiast P w pierwszym parametrze bedziemy
przekazywaé dwie posortowane listy. W takich listach tatwo bedzie znalezé w czasie liniowym
mediany i podzieli¢ nastepnie te listy zachowujac porzadek. Zatem zlozono$é czasowa mozemy

przedstawié¢ réwnaniem:
~Jo@) if n=1,
Tn) = {O(n) +or([n/2]) i n> 1, (4)

ktore rozwiazuje sie do O(nlogn). Aby wyznaczyé¢ zlozono$¢é pamieciows zwracamy uwage na
to, ze kazdy lis¢ w kd-drzewie przetrzymuje informacje o innym punkcie z P. Zatem mamy n
lisci. Poniewaz kd-drzewo jest drzewem BST, kazdy wewnetrzny wierzchotek i li§¢ wykorzystuje
pamie¢ O(1), zatem caltkowita zajmowana pamie¢ mozemy ograniczy¢ przez O(n). Mozemy zatem
podsumowaé nasza analize nastepujacym lematem:

Lemat 2. Kd-drzewo dla zbioru n punktow zajmuje O(n) i moze zostaé skonstruowane w czasie
O(nlogn).

3 Przeszukiwanie 2-wymiarowego kd-drzewa

Zajmiemy sie teraz przeszukiwanie przestrzeni punktéw P z wykorzystaniem kd-drzewa. Zbudowane
przez nas drzewo dzieli przestrzen na obszary, a kazdy wierzcholek odpowiada jakiemu$ obszarowi.
Obszar odpowiadajacy wierzchotkowi v jest prostokatem, ktéry moze byé nieograniczony z jednej lub
wiecej stron. Ograniczaja go linie podzialu wyznaczane przez przodkéw v - taki obszar bedziemy
oznaczaé przez region(v). Obszar korzenia kd-drzewo to cala rozpatrywana przestrzen. Latwo
zauwazy¢, ze punkt p jest przechowywany w poddrzewie pod wierzchotkiem v wtedy i tylko wtedy,
gdy lezy on w obszarze region(v). Zatem musimy przeszuka¢ poddrzewo zaczepione w wierzchotku
v wtedy i tylko wtedy, gdy przedzial zapytania przecina obszar region(v). Ta obserwacja prowadzi



do nastepujacego algorytmu: Przechodzimy przez wierzchotki drzewa, jednak odwiedzamy tylko

Algorithm 2 SearchKdTree(v, R)

Input: Korzen (wierzchotek wewnetrzny) kd-drzewa i zapytanie R.
Output: Wszystkie punkty zawarte pod v, ktére zawierajg sie w R.
if v jest lisciem then
return punkt przechowywany w v jezeli znajduje sie w R.
else
if region(lc(v)) jest w calosci zawarty w R then
ReportSubtree(le(v))
else if region(lc(v)) przecina R then
SearchKdTree(lc(v), R)
end if
if region(rc(v)) jest w calosci zawarty w R then
ReportSubtree(rc(v))
else if region(lc(v)) przecina R then
SearchKdTree(rc(v), R)
end if
end if

te, ktorych obszary przecinane sa przez R. Gdy osiagamy liScie musimy jeszcze sprawdzié, czy
zawieraja sie w R. Kiedy obszar jest w pelni zawarty w R mozemy po prostu zwréci¢ wszystkie
wierzchotki zawarte w poddrzewie - zajmuje sie tym procedura ReportSubtree(v). Lewego syna v
oznaczylismy przez lc(v), natomiast prawego przez re(v).

Najwazniejszym testem wykonywanym przez algorytm jest sprawdzenie, czy R przecina sie z ob-
szarem okreslonym przez v. By to sprawdzi¢ moglibyémy znalezé wszystkie wierzchotki dla danego
obszaru region(v) w fazie preprocessingu i przechowywaé je w drzewie, nie bedzie to jednak po-
trzebne. Mozemy utrzymywaé obecny obszar podczas rekursji wykorzystujac linie podziatu zawarte
w wierzchotkach wewnetrznych. Dla przyktadu obszar odpowiadajacy lewemu synowi v o parzystej
gtebokosci mozemy policzy¢ z region(v) w nastepujacy sposob:

region(lc(v)) = region(v) N1 (v)'/t, (5)

gdzie [(v) jest linia podzialu przechowywana w v, a [(v) jest polprzestrzenia na lewo od I(v) i
zawierajaca [(v).

3.1 Zlozonosé czasowa

Algorytm przeszukiwania nigdzie nie zaktada, ze R jest obszarem prostokatnym i bez problemu
zadziata dla bardziej zlozonych zapytan. By jednak przeprowadzi¢ analize czasows dziatania algo-
rytmu bedziemy zakltadaé, ze R jest prostokatnym przedzialem.

Lemat 3. Zapytanie bedgce prostokgtnym obszarem dla kd-drzewa przechowujgcego n punktow dziata

w czasie O(y/n + k), gdzie k oznacza liczbe zwrdconych punktow.

Dowdd. Na poczatek zauwazmy, ze potrzebujemy przynajmniej O(k) czasu, zeby zwrocié¢ k wierz-
choltkéw, zawartych w zapytaniu. Musimy jeszcze wykazaé ograniczenie na wierzchotki wewnetrzne,



ktore jesteSmy zmuszeni odwiedzi¢ w przypadku, gdy rozpatrywany obszar przecina obszar zapyta-
nia. By to przeanalizowaé, znajdziemy ograniczenie na liczbe obszaréw przecinanych przez pionowa
linie. W ten spos6b bedziemy w stanie wyznaczy¢ ograniczenie na liczbe obszaréw przecinanych
przez lewe i prawe ograniczenie obszaru zapytania. Liczbe obszaréw przecinanych przez goérne i
dolne ograniczenia obszaru zapytania wyznaczamy w podobny sposob.

Niech [ bedzie pionowa linia, a T' bedzie kd-drzewem. Niech I(root(T)) bedzie linig podziatu prze-
chowywana w korzeniu 7'. Linia [ przecina obszar na lewo albo na prawo od [(root(T)), nigdy oba.
Stad wynika prosta rekurencja Q(n) = 1 + Q(n/2). Nie jest ona jednak poprawna, gdyz musimy
wziaé pod uwage, ze linie podziatu dzieci korzenia sa juz liniami poziomymi. By zapisa¢ poprawnie
rekurencje musimy uja¢ w niej dwa stopnie naszego drzewa. Kazdy z wierzchotkéw na glebokosci
2 odpowiada obszarowi zawierajacemu okoto n/2 punktow (dokladniej, zawiera [[n/2]/2] = [n/4]
jednak asymptotycznie nie wpltywa to na nasza rekurencje). Dwa z czterech wierzchotkow o gte-
bokosci 2 odpowiadajg obszarom przecinanym przez [ wiec musimy rekurencyjnie policzyé¢ liczbe
obszaréw w nich zawartych. Dodatkowo [ przecina obszar zawarty w korzeniu i powiazany z jednym
z jego synow. Zatem Q(n) mozemy opisa¢ nastepujacym roéwnaniem:

~ foq) if n=1,
Qn) = {2 +2Q(n/4) if n>1, (6)

Ta rekurencja rozwiazuje sie do Q(n) = O(y/n). Oznacza to, ze liczba obszaréw przecinanych przez
linie pionowa jest ograniczona przez O(/sqrtn). Podobna analiza wykazuje, ze liczba obszarow
przecinanych przez linie pozioma takze jest ograniczona przez O(/sqrtn). Zatem caltkowita liczba
obszar6w przecinanych przez prostokatny przedzial takze jest ograniczona przez O(/sqrtn). U

Przeprowadzona analiza zlozonosci czasowej jest raczej pesymistyczna. W wielu praktycznych sy-
tuacjach czas ten bedzie o wiele mniejszy, lecz wcigz ograniczony przez k.

4 Podsumowanie

Wydajnosé kd-drzew mozemy podsumowaé przez nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1. Kd-drzewo dla zbioru P zawierajgcego n punktow na plaszczyinie 2-wymiarowej
zagmuge O(n) pamieci oraz moze zostaé zbudowane w czasie O(nlogn). Prostokatny obszar zapyta-
nia na kd-drzewie zagmuje O(\/n + k) czasu, gdzie k oznacza liczbe zwrdconych wierzchotkow.

4.1 Uogoblnienie na k£ wymiaréw

Kd-drzewa mozna uogélnié¢ z tatwoscig na d-wymiarowe przestrzenie. Algorytm konstrukeji jest
bardzo podobny do 2-wymiarowego przypadku: W korzeniu dzielimy zbiér punktéw na prawie
rownoliczne podzbiory punktéw wg. hiperptaszezyzny odpowiadajacej osi Xi. Innymi stowy w
korzeniu dzielimy punkty zgodnie z pierwsza wspoétrzedng. W jego dzieciach dzielimy zgodnie z
druga wspohrzedna i tak postepujemy, az osiagniemy wierzchotki o gtebokosci d — 1, w ktorych
podzial wykonujemy po ostatniej wspotrzednej. Na gtebokosci d podzial ponownie przeprowadzamy
po pierwszej wspolrzednej. Zatrzymujemy rekurencje gdy pozostaniemy tylko z jednym punktem,
ktory przechowujemy w lisciu. Poniewaz d-wymiarowe kd-drzewo dla n punktéw jest drzewem



binarnym o n lisciach wykorzystuje ono O(n) pamieci. Konstrukcja odbywa sie w czasie O(nlogn)
(Oczywiscie przyjmujemy, ze d jest stale).

Wierzchotki w d-wymiarowym kd-drzewie odpowiadajg obszarom podobnie jak w przypadku 2-
wymiarowym. Mozna zatem w podobny sposéb wykazaé, ze zlozono$é czasowa dla zapytan prosto-
katnych ograniczmy przez O(nlf(l/d) + k).
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