


Drzewa

Drzewo (ang. tree) — zbiér weztdw powigzanych
wskaznikami, spdjny i bez cykli.

Drzewo posiada wyrdzniony wezet poczgtkowy nazywany
korzeniem (ang. root).

Drzewo ukorzenione jest strukturg hierarchiczna.

Korzen wezta znajduje sie na poziomie 0; numer
poziomu danego wezta w drzewie jest wyznaczony
odlegtoscig krawedziowa od korzenia.

Lisciem (ang. leaf) w drzewie jest wezet bez zadnego
nastepnika.

Wezet wewnetrzny posiada co najmniej jednego
nastepnika.

Kazdy wezet oprocz korzenia posiada jednego
poprzednika.




Drzewa

* Wysokos¢ drzewa — dtugos¢ najdtuzszej sciezki od
korzenia do liscia (liczba weztow) — inaczej liczba
poziomow na ktorych zapisane jest drzewo.

* Gtebokos¢ wezta — dtugosc sciezki od korzenia do tego
wezta (liczba weztéw) — inaczej numer poziomu, na
ktorym znajduje sie wezet.

e Uwaga: poziomy w drzewie numerujemy od 0; korzen
znajduje sie na poziomie 0.




Drzewo

e Drzewo uporzagdkowane ma ponumerowanych
(oznaczonych) nastepnikow.
e Drzewo uporzgdkowane sktada sie z weztow, ktore
zawierajg nastepujace pola:
info — wartos¢ pamietana w wezle,
parent — wskaznik na poprzednika,
left-child — wskaznik na lewego syna (lista nastepnikow),
sibling — wskaznik na prawego brata.

» Kazdy wezet w drzewie przechowuje jedng wartosc.




Drzewo binarne

* Drzewo binarne (ang. binary tree) to drzewo ukorzenione,
w ktorym kazdy wierzchotek posiada dwoch rozréznialnych
synow — lewego i prawego.

e Wezet drzewa binarnego zawiera pole z kluczem oraz
wskaznik na lewe poddrzewo (zakorzenione w jego lewym
synu) i wskaznik na prawe poddrzewo (zakorzenione w
jego prawym synu). W drzewie binarnym poruszamy sie
tylko od korzenia w kierunku jakiegos liscia.

* Jesli w wezle drzewa binarnego znajduje sie wskaznik na
ojca, to w drzewie takim mozna sie przemieszcza¢ w obu
kierunkach — od korzenia w kierunku jakiegos liscia oraz w
drugg strone w kierunku korzenia. O drzewie takim
mowimy, ze jest dwukierunkowe.

* Wysokosc¢ binarnego drzewa n-elementowego jest nie
mniejsza niz log(n) i nie wieksza niz n. J




Szczegolne drzewa binarne

Drzewo regularne to drzewo binarne, w ktorym kazdy
wezet wewnetrzny na dwoch synow.

Drzewo petfne to drzewo regularne, w ktorym wszystkie
lisScie sg na tym samym poziomie.

Drzewo petne o wysokosci h ma 2"-1 weztéw.

Drzewo zupetne to drzewo petne, z ktdrego usunieto
czesc lisci z prawej strony.

Drzewo zupetne o wysokosci h ma od 2" do 2"-1
weztow.

Drzewo z wartownikiem — kazdy wskaznik pusty jest
ustawiany na wartownika, a w wartowniku mamy
wskaznik do korzenia.







Drzewo BST

e Drzewo binarnych poszukiwan (ang. binary search
tree), w skrocie BST, to drzewo binarne, w ktérym
przechowujemy elementy z pewnego uniwersum z
porzadkiem liniowym i w drzewie tym jest
zachowany porzadek symetryczny.

e W drzewie binarnym jest zachowany porzadek
symetryczny, gdy elementy mniejsze od korzenia
znajdujg sie w lewym poddrzewie, elementy wieksze
od korzenia w prawym poddrzewie oraz w lewym i
w prawym poddrzewie tez jest zachowany porzadek
symetryczny.




Drzewo BST

e Wyszukiwanie w drzewie BST — dziata podobnie do
poszukiwania binarnego

serach (wezet *w, x) -> boolean
{
if (w == null) return false;
if (x < w.info) return search(w.left, x);
else if (w.info < x) return search(w.right, x);
else return true;




Drzewo BST

e Element minimalny znajduje sie najbardziej po lewe;
stronie w drzewie BST — od korzenia poruszamy sie
ciggle w lewo.

e Element maksymalny znajduje sie najbardziej po
prawej stronie w drzewie BST — od korzenia poruszamy
sie ciggle w prawo.




Drzewo BST

e Wstawienie nowego elementu do drzewa BST —
znajdujemy mu miejsce tak jak w wyszukiwaniu
binarnym (az dojdziemy do wskaznika pustego)

insert (wezet *w, x) -> node*
{
if (w == null) return new node(x);
if (x < w.info) w.left := insert(w.left, x);
else if (w.info < x) w.right := insert(w.right, x);
else w.info :=x;
return w;




Drzewo BST

* Usuniecie elementu z drzewa BST — znajdujemy
miejsce tego elementu tak jak w wyszukiwaniu
binarnym (jak dojdziemy do wskaznika pustego to
elementu nie ma w drzewie):

gdy element jest w lisciu, to odcinam lis¢;
gdy element jest w wezle z jednym nastepnikiem, to
usuwam ze sciezki ten wezef;

gdy element jest w wezle z dwoma synami, to z
prawego poddrzewa usuwamy minimum (albo z
lewego poddrzewa usuwamy maksimum) i przenosimy
je do tego wezta.




Przeglagdanie drzew BST

* In-order — najpierw jest przeglagdane i przetwarzane
lewe poddrzewo w porzgdku in-order, potem korzen a
na koncu prawe poddrzewo w porzadku in-order.

* Przegladanie drzewa BST w porzgdku in-order
gwarantuje, ze wezty tego drzewa zostang
przetworzone w kolejnosci od najmniejszej do
najwiekszej wartosci.

* Przeglagdanie in-order mozna wykorzystac do
sortowania danych.




Przeglagdanie drzew BST

e Pre-order —najpierw jest przegladany i przetwarzany
korzen drzewa, potem lewe poddrzewo w porzadku pre-
order a na koncu prawe poddrzewo w porzadku pre-
order.

* Przegladanie drzewa BST w porzgdku pre-order
gwarantuje, ze na poczatku bedg przetworzone wezty z
lewej Sciezki tego drzewa w kolejnosci od korzenia do
wezta 0 najmniejszej wartosci.

* Post-order — najpierw jest przeglgdane i przetwarzane
lewe poddrzewo w porzgdku post-order, potem prawe
poddrzewo w porzadku post-order a na koncu korzen
drzewa.

* Przegladanie drzewa BST w porzgdku post-order
gwarantuje, ze na koncu bedg przetworzone wezty z
prawej sciezki tego drzewa w kolejnosci od wezta o
najwiekszej wartosci do korzenia.




Rotacje w drzewie BST

e Rotacja w lewo

e Rotacja w prawo

* W dowolnym wewnetrznym wezle drzewa BST mozna
zrobic¢ rotacje (w lewo albo w prawo) i nie zostanie
zniszczony porzadek symetryczny w tym drzewie.

Prawa rotacja >

o e Lewa rotacja







Drzewa AVL

e Drzewo AVL (nazwa pochodzi od nazwisk rosyjskich
matematykow: Adelsona-Velskiego oraz Landisa,
ktorzy wymyslili i opublikowali to drzewo w 1962 roku)
to drzewo BST, w ktorym kazdy wezet ma dodatkowy
atrybut: balans (2 bity); w kazdym wezle drzewa AVL
wysokosc lewego i prawego poddrzewa kazdego wezta
rozni sie co najwyzej o jeden (w prostszej
implementacji w weztach takiego drzewa jest
pamietana wysokos¢ poddrzewa zakorzenionego w
danym wezle).

* Wysokos¢ n-elementowego drzewa AVL wynosi O(log
n).




Drzewa AVL

Drzewo AVL jest drzewem zrownowazonym, ktorego
wysokos¢ jest rzedu ©O(log n), gdzie n to liczba weztéw w
catym drzewie.

Zrownowazenie drzewa osigga sie, przypisujac kazdemu
weztowi wspotczynnik wywazenia, ktory jest rowny réznicy
wysokosci lewego i prawego poddrzewa. Moze wynosic O,
+1 lub -1.

Wstawiajac lub usuwajgc elementy drzewa (tak, by
zachowad wtasnosci drzewa BST), modyfikuje sie tez
wspotczynnik wywazenia, a gdy przyjmie on niedozwolong
wartosc, wykonuje specjalng operacje rotacji weztow, ktora
przywraca zrownowazenie.




Drzewa AVL

e Mozna udowodni¢, ze n-elementowe drzewo AVL ma
wysokosc
< 1.4405 - log,(n+1), przez co elementarne operacje
stfownikowe bedg wykonywac sie w czasie O(log n).




Drzewa AVL

e Wstawianie do drzewa AVL moze odbywac sie tak, jak
gdyby byto ono zwyczajnym drzewem poszukiwan
binarnych, nastepnie zas sg odtwarzane kroki w kierunku
korzenia i wykonywane aktualizacje wywazen weztow.

e Zmiana wartosci wspotczynnika wywazenia na 0 oznacza,
iz wysokos¢ poddrzewa nie zostata zmieniona. Operacja
wstawiania jest wowczas zakonczona.

e Zmiana wspotczynnika wywazenia na 1 lub -1 oznacza, iz
poddrzewo, ktorego korzeniem jest rozwazany
wierzchotek, zachowato wtasnosc drzewa AVL, lecz jego
wysokosc ulegta zwiekszeniu. Informacja o tym
przekazywana jest do ojca tego wezta.

e Jesli wspotczynnik zostat zmieniony na 2 lub -2, to
drzewo stracito wtasnos¢ AVL. Aby jg przywracic,
potrzebna jest rotacja. Maksymalnie bedg potrzebne
dwie rotacje, po ktorych nie ma potrzeby wykonywania
dalszych aktualizacji. J




Drzewa AVL

Jesli usuwany wezet jest lisciem, zostaje usuniety. Jesli nie jest
lisSciem, musi zosta¢ zastgpiony najwiekszym elementem z jego
lewego poddrzewa lub najmniejszym z jego prawego poddrzewa.

Wyszukany najwiekszy lub najmniejszy element ma co najwyzej
jedno dziecko, ktore zostaje teraz dzieckiem rodzica wyszukanego
elementu. Po jego usunieciu odtwarzana jest sciezka od rodzica
wyszukanego elementu do korzenia, zas wspotczynniki wywazenia
sg aktualizowane.

Odtwarzanie moze by¢ zatrzymane, jesli wspotczynnik wywazenia
zostaje zmieniony na -1 lub 1, oznacza to bowiem, iz wysokos¢
poddrzewa pozostaje niezmieniona.

Zmiana wspotczynnika wywazenia na 0 oznacza zmniejszenie
wysokosSci poddrzewa, aktualizowanie wspotczynnikow musi by¢
kontynuowane.

Jesli wspotczynnik zostanie zmieniony na -2 lub 2, to wykonywana
jest rotacja w celu przywrdcenia struktury AVL. W przeciwienstwie
do operacji wstawiania wystgpienie rotacji nie musi oznaczag, iz
drzewo zostato wywazone. W pesymistycznym przypadku rotacje
beda wykonywane az do korzenia drzewa.




Drzewa AVL

e Wyszukiwanie w drzewie AVL jest wykonywane tak
samo jak w niezrownowazonym drzewie BST dzieki
serii porownan wartosci wyszukiwanej z
wierzchotkami, poczynajgc od korzenia.

e Wynik poréwnania oraz istnienie poddrzew pozwala
stwierdzi¢, czy element szukany jest wierzchotkiem,
znajduje sie w lewym badz prawym poddrzewie, czy
tez nie nalezy do drzewa. Zachowanie struktury AVL
pozwala jednak na redukcje pesymistycznego czasu
wyszukiwania do O(lg n).

e Operacja wyszukiwania nie modyfikuje struktury
drzewa, wiec nigdy nie pocigga wywazania drzewa
(rotacji weztow).







Drzewo R-B (czerwono-czarne)

* Drzewo czerwono-czarne (ang. red-black tree) to
opracowane przez Rudolfa Bayera w 1972 roku
drzewo BST, w ktérym kazdy wezet ma dodatkowy
atrybut: kolor (1 bit); wszystkie wezty w drzewie R-B
sg pokolorowane na czarno albo na czerwono
wedtug nastepujgcych zasad:

kazdy wezet jest czerwony lub czarny;

korzen zawsze jest czarny;

kazdy iS¢ jest czarny (traktujemy wszystkie wskazniki
puste null jako liscie);

jesli wezet jest czerwony, to jego synowie muszg by¢
czarni;

kazda sciezka z korzenia do liscia zawiera tyle samo
czarnych weztow.




Drzewo R-B (czerwono-czarne)

e Warunki narzucone na drzewa czerwono-czarne
gwarantujg, ze najdtuzsza sciezka od korzenia do liscia
bedzie co najwyzej dwukrotnie dtuzsza, niz najkrotsza
— wynika to wprost z ostaniej wtasnosci.

e Mozna udowodni¢, ze n-elementowe drzewo
czerwono-czarne ma wysokos¢
< 2-log,(n+1), przez co elementarne operacje
stownikowe bedg wykonywac sie w czasie O(log n).




