


Graf

Graf (ang. graph) to zbiér wierzchotkow (ang.
vertices), ktore moga by¢ potagczone krawedziami
(ang. edges) w taki sposdb, ze kazda krawedz
konczy sie i zaczyna w ktoryms z wierzchotkow.

Graf zapisujemy w postaci uporzagdkowanej pary G
=(V, E), gdzieV ={v,, v,, ..., v, } to zbidr n
ponumerowanych wierzchotkbw a E ={e,, e,, ..., ..}
to zbior m krawedzi.

Kazda krawedz jest parg wierzchotkow grafu (u,v)
potgczonych tg krawedzia, przy czym u,veV.

Oznaczenia:
V| =n
|E[ =m




Przyktady grafow

» Graf prosty, to graf bez petli i bez krawedzi
wielokrotnych.
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Historia grafow

Za najstarszy przyktad zastosowania grafow w
rozwigzaniu zadanego problemu uznaje sie
zagadnienie mostow krolewieckich, opis ktorego
opublikowat w 1736 roku Leonhard Euler.

-/( —I2 rﬁ] "

B & 824




Sgsiedztwo

Dwa wierzchotki u i v sgsiaduja ze sobg (sg sgsiednie),
gdy istnieje krawedz {u,v}<E.

Dwie krawedzie sg incydentne, gdy majg wspolny
koniec, czyli {u,v}i {v,w}.

Krawedz e jest incydentna z wierzchotkiem v, gdy v
jest jednym z koncoéw krawedzi e.

Stopien wierzchotka v to liczba wszystkich
incydentnych z nim krawedzi w grafie, co oznaczamy
deg(v).




Podgrafy

Podgraf to fragment grafu pierwotnego.

Graf G’=(V’,E’) jest podgrafem grafu G=(V,E), co
zapisujemy G’'cG, gdy G’ powstat z G przez usuniecie
czesci wierzchotkdw wraz z incydentnymi krawedziami
oraz czesci krawedzi, czyli V'cV oraz E'cE.




Graf gesty

Graf gesty to graf, w ktorym jest ,,stosunkowo duzo”
krawedzi, czyli meQ(n%#), dla pewnego ¢ €[0,1).
Graf gesty najczesciej zapisujemy w postaci macierzy
sgsiedztwa.

Macierz sasiedztwa dla grafu prostego jest
symetryczna wzgledem gtéwnej przekgtnej — mozna
wiec zredukowac macierz kwadratowa do macierzy
trojkatnej dolne;.

Pamiec potrzebna do zaprezentowania grafu w
postaci macierzy sgsiedztwa wynosi ©(n?).




Graf rzadki

Graf rzadki to graf, w ktorym jest ,,stosunkowo mato”
krawedzi, czyli meO(n'*¢), dla pewnego € €[0,1).
Graf rzadki najczesciej zapisujemy w postaci listy
sgsiadow.

Kazdej krawedzi odpowiadajg 2 wezty na réznych
lisciach sgsiadow.

Pamiec potrzebna do zaprezentowania grafu w
postaci listy sgsiadow wynosi ©(n+m).




Grafy szczegodlne

Graf pusty — |E|=0

Graf petny — |E|=(n%-n)/2
Graf liniowy

Graf cykliczny

Graf kotowy

Graf dwudzielny — zbior wierzchotkdw mozemy
podzieli¢ na dwa roztgczne podzbiory w taki sposob,
ze kazda krawedz ma konce nalezgce do réznych
podzbiorow, czyli V=AUB, gdzie AnNB=, oraz kazda
krawedz e=(u,v) eE jest postaci ueAiveB.




Sciezki i cykle
Sciezka w grafie G o dtugosci k, to ciag k+1
wierzchotkéw (v,q,V.4,V,,...,V; ) taki, ze kazde dwa
sgsiednie wierzchotki tym ciggu sg krawedzig w G,
czyli (v;4,v;)eE dlaj=1..k.
Sciezka prosta w grafie G o dtugoéci k, to $ciezka, w
ktorej zadne dwa wierzchoftki nie pojawiajg sie
dwukrotnie.
Cykl w grafie G to Sciezka, w ktorej pierwszy i
ostatni wierzchotek sg takie same.
Cykl prosty grafie G to cykl, w ktorym zaden

wierzchotek, za wyjatkiem pierwszego i ostatniego,
nie powtarzajg sie.




Spojnosc
Graf jest spojny, gdy pomiedzy kazdg parg wierzchotkow
istnieje jakas Ssciezka prosta, ktora je faczy.

Kazdy graf mozna przedstawi¢ w postaci sumy podgrafow
spojnych, ktore nazywajg sie spojnymi sktadowymi grafu.

Wierzchotek, ktorego stopien wynosi 0 nazywamy
wierzchotkiem izolowanym.

Spodjna sktadowa do ktdrej nalezy wierzchotek v to podgraf,
sktadajacy sie ze zbioru wszystkich wierzchotkow
potgczonych jakas Sciezkg z wierzchotkiem v oraz podzbidr
wszystkich krawedzi incydentnych z tymi wierzchotkami.




Spojnosc
Minimalna liczba krawedzi w grafie spojnym wynosi n-
1. Taki graf nazywa sie drzewem. W drzewie nie ma
cykli.
Liczba krawedzi w grafie ztozonym z k sktadowych
SpOjnosci wynosi
n—k £ m < (n-k)(n-k+1)/2.
Graf, ktory ma n wierzchotkow i
m > (n-1)(n-2)/2 krawedzi jest spdjny.




Grafy eulerowskie

Graf eulerowski to graf posiadajgcy cykl Eulera.

Cykl Eulera to cykl, ktory przechodzi przez wszystkie
krawedzie doktadnie jeden raz.

Twierdzenie: Kazdy graf spojny, w ktorym stopnie
wszystkich wierzchotkéw sg parzyste posiada cykl
Eulera.

Graf jest semi-eulerowski, gdy istnieje w nim sSciezka,
ktora przechodzi przez wszystkie krawedzie doktadnie
jeden raz (grafy eulerowskie sg rowniez semi-
eulerowskie).




Grafy hamiltonowskie

Graf hamiltonowski to graf posiadajacy cykl
Hamiltona.

Cykl Hamiltona to cykl, ktéry przechodzi przez

wszystkie

wierzchotki doktadnie jeden raz.

Twierdzenie: Jesli w grafie stopien kazdego

wierzchot
wierzchot
cykl Hami

ka jest 2n/2, gdzie n to liczba
kOW w grafie, to w grafie tym istnieje

tona.

Graf jest semi-hamiltonowski, gdy istnieje w
nim Sciezka, ktora przechodzi przez wszystkie
wierzchotki doktadnie jeden raz.




Przeglagdanie grafu wszerz

Zaznaczamy wszystkie wierzchotki jako
nieodwiedzone.

Wyznaczamy wierzchotek startowy s i wrzucamy go
do kolejki planowanych odwiedzin.

Powtarzamy nastepujaca procedure: wyciggamy
wierzchotek z kolejki, odwiedzamy go, do kolejki
odwiedzin wrzucamy wszystkich jego sgsiadow, ktorzy
jeszcze nie byli odwiedzeni i ktorych nie ma w kolejce.




Przeglagdanie grafu wszerz

Wszerz(graph G, vertex s) {

stworz pusta kolejke Q;

Q .enqueue(s);

while (Q !={}) do

{
X := Q.dequeue();
przetwarzamy Xx;
zaznacz X jako odwiedzony;
for u: (x,u) € Edo

if (u nieodwiedzony i nie ma go w kolejce)
Q .enqueue(u);




Przegladanie grafu w gtab

Zaznaczamy wszystkie wierzchotki jako
nieodwiedzone.

Wyznaczamy wierzchotek startowy s i wrzucamy go
na stos planowanych odwiedzin.

Powtarzamy nastepujgca procedure: sciggamy
wierzchotek ze stosu, odwiedzamy go, na stos
odwiedzin wrzucamy wszystkich jego sgsiadow, ktorzy
jeszcze nie byli odwiedzeni.




Przegladanie grafu w gtab

W _glab(graph G, vertex s) {

stworz pusty stos S;
S.push(s);
while (S !={}) do
{
X := S.pop();
przetwarzamy Xx;
zaznacz X jako odwiedzony;
for u: (x,u) € Edo

if (u nieodwiedzony i nie ma go na stosie)
S.push(u);




Przeglagdanie rekurencyjne grafu w gtab

W _glab(graph G, vertex u) {
przetwarzamy u;
forv:(u,v) € Edo
if (v nieodwiedzony) W_glab(G, v);




Przegladanie grafu

Ztozonos¢ czasowa: O(n+m) bo odwiedzamy
wszystkie wierzchotki i przetwarzajac
wierzchotek sprawdzamy wszystkich jego
sgsiadow.

Ztozonos¢ pamieciowa: O(n).

Przeglgdanie grafu w gtgb mozna
zaprogramowac rekurencyjnie.




Przeglagdanie grafu

Aby przegladnac (wszerz albo w gtab) wszystkie
wierzchotki w grafie niespdjnym nalezy iteracyjnie
sprawdzac czy wierzchotek byt odwiedzony, a jesli nie
to rozpoczynac ponowne przegladanie od tego
wtasnie wierzchoftka.

przegladaj(graph G){
oznacz wszystkie wierzchotki jako nieodwiedzone;
forve Vdo
if (v nieodwiedzony)
przegladaj(G, v);




Grafy skierowane

Graf skierowany (digraf) to graf, w ktérym krawedzie
majg kierunek (jeden wierzchotek jest poczatkowy a
drugi koricowy).

Stopien wejsciowy wierzchotka v to liczba krawedzi
wchodzacych do tego wierzchotka (oznaczany jako
indeg(v)); stopien wyjsciowy wierzchotka to liczba
krawedzi wchodzacych z tego wierzchotka (oznaczany
jako outdeg(v)).

Silnie spdjna sktadowa grafu skierowanego D, to taki
maksymalny podgraf H (a jednoczesnie jego spdjna
sktadowa), ze pomiedzy kazdg parg wierzchotkow w H
istniejg sciezki, ktore je tacza.




Grafy wazone

Graf wazony to graf albo digraf, w ktérym krawedziom
sg przypisane pewne wagi (najczesciej nieujemne):
G(V, E, w), gdzie w: E —> R.




