Techniki konstruowania algorytmow

Metoda dziel i zwyciezaj




Technika ,,dziel i zwyciezaj”

Aby rozwigzac problem technika ,dziel i zwyciezaj”
musi on wykazywac¢ wtasnos¢ podstruktury —
rozwigzanie problemu mozna wyliczy¢ na podstawie
rozwigzan podproblemow.

ldea: dla matych danych rozwigzanie wyliczamy ad
hoc; duzy problem dzielimy na podproblemy,
rozwigzujemy je (rekurencyjnie) a na koncu obliczamy
wynik korzystajgc z rozwigzan podproblemow.

Dziel i zwyciezaj to podejscie zstepujgce do
rozwigzywania zadan.




Technika ,,dziel i zwyciezaj”

Znane przyktady stosowania techniki ,dziel i
zwyciezaj”:

e sortowanie przez scalanie,

e sortowanie przez podziat (sortowanie szybkie).




Maksymalny zysk na gietdzie

Problem maksymalnego zysku na gietdzie:

e dane s3 ceny jakiegos towaru w kolejnych dniach;

e nalezy wyznaczyc takg pare dni, pomiedzy ktorymi jest
najwieksza dodatnia rdznica cen tego towaru.

Rozwigzanie naiwne: sprawdzamy kazdg mozliwg pare

najpierw kupna a potem sprzedazy — czas O(n?).

Rozwigzanie technika ,dziel i zwyciezaj”: rozwigzujemy

podproblem dla pierwszej potowy danych, potem dla

drugiej potowy danych, nastepnie obliczamy rozwigzanie

lezgce na styku obu potowek i wyciggamy maksimum.

Ztozonos¢ czasowa (liczba obliczenn max) — O(n).
Ztozonos¢ pamieciowa (gtebokosé rekursji) — O(log n).

Wynik: maksymalny zysk w danym fragmencie, wartos¢
minimalna i wartos¢ maksymalna.




Maksymalny zysk na gietdzie

£f(C[0..n-1]) -> (z, i, j) {
if (njestmate) {
sprawdz wszystkie mozliwe pary;
return optymalne rozwigzanie;

}

m := |n/2];

(a, b, c) := £(C[0..m-1]);

(d, e, £f) := £(C[m..n-1]1);

y := max{a, d, f-b};

return (y, min{b, e}, max{c, £f£});




Mnozenie liczb zespolonych

Problem mnozenia liczb zespolonych:

e dane sg dwie liczby zespolone;

e nalezy obliczyc¢ ich iloczyn.

Rozwigzanie naiwne: dla liczb x=(a + bi) i y=(c + di)
wyliczamy x-y = ((ac-bd) + (bc+ad)-i)

* 4 mnozenia i 2 dodawania.

Rozwigzanie technika ,,dziel i zwyciezaj”:
m := (a—b)-(c+d)

f:=ad

g :=bc

Xy = (m—f+g) + (f+g)-i

e 3 mnozenia i 5 dodawan.




Metoda rekurencji uniwersalnej

Uproszczona metoda rekurencji uniwersalnej to
sposob rozwigzania rownan rekurencyjnych postaci:
T(n)=c dlan=1
T(n)=a-T(n/b)+cn dlan>1
eT(n) € ©O(n) dlaa<b

eT(n) e O(n-logn) dlaa=b

* T(n) € O(n'*&x?) dlaa>b




Mnozenie dtugich liczb

Problem mnozenia dtugich liczb:
e dane sg dwie n-cyfrowe liczby;
e nalezy obliczy¢ ich iloczyn;
e Umiemy dodawac i odejmowac dtugie liczby w czasie
liniowym.
Rozwigzanie tradycyjne: mnozenie pisemne metoda 4
Rosjan — czas O(n?).
Rozwigzanie technika ,,dziel i zwyciezaj” w sposob naiwny:
m:=|n/2.:
X = (X1 X9 eoe Xy Xg) = 2M(X 1 g er X )F(X g oo Xg)
= 2M-X;+X,
Y = (Yn1 Yoz - Y1 Yo) = 2™ (Vo1 Yin)HYime1 - Yo
= 2Ty, +y,
X -y = (2MXy+Xo)-(2M-y+y,) =
4™-X 1y, + 2™ (Xo Y1 X1 Yo) + XY
e 4 mnozenia i 3 dodawania : czas O(n?)




Mnozenie dtugich liczb

Rozwigzanie technika ,,dziel i zwyciezaj” algorytmem

Karacuby:

m:=|n/2]

X = (X1 X1 oo Xq Xg) = 2M(X, g ooe X ) (X g oe Xg)
= 2M-X+X,

Y = (Yn1 Yn2 - Y1 Yo) = 2™ (Vo1 o Y )+ (Ying - Yo)
= 2m°y1+y0

a =Xy,

C = Xg'Yg

b := (X +X)-(y1+Yo) -a - b
X-y=4Ma+2Mb+ ¢
e 3 mnozenia i 6 dodawan: czas O(n'°g3)




Techniki konstruowania algorytmow

Metoda redukgji




Technika redukcji

Technika redukc;ji jest szczegdlnym przypadkiem
techniki ,,dziel i zwyciezaj”.

Aby rozwigzac problem technika redukcji musi on
wykazywac wtasnosc¢ pojedynczej podstruktury —
rozwigzanie problemu mozna wyliczy¢ na podstawie
rozwigzania jednego podproblemu.

|Idea: dla matych danych rozwigzanie wyliczamy ad
hoc; duzy problem redukujemy do mniejszego
podproblemu, rozwigzujemy go (rekurencyjnie) a na
koncu obliczamy wynik korzystajac z rozwigzania
podproblemu.




Technika redukcji

Znane przyktady stosowania techniki redukcji:
e wyszukiwanie binarne,

e szybkie potegowanie,

e obliczanie silni.




Techniki konstruowania algorytmow

Programowanie dynamiczne




Programowanie dynamiczne

Programowanie dynamiczne stosuje sie gtownie do
problemoéw optymalizacyjnych.

Aby rozwigzac problem technikg programowania

dynamicznego musi on wykazywac wtasnosci:

e podstruktury — rozwigzanie problemu mozna wyliczy¢ na
podstawie rozwigzan podproblemow;

e wspolnych podproblemow — rozwigzujac rekurencyjnie
takie zadanie wielokrotnie obliczalibysmy wyniki dla tych
samych danych.

Idea: dla matych danych rozwigzanie wyliczamy ad hoc;
duzy problem dzielimy na podproblemy, rozwigzujemy je
wstepujaco zaczynajgc od najmniejszych podzadan i
koriczgc na zadaniu gtéwnym (w biezgcych obliczeniach
korzystamy z wczesniej obliczonych wynikow).

Programowanie dynamiczne to podejscie wstepujgce
rozwigzywania zadan.




Odtwarzanie optymalnego rozwigzania

Aby odtworzy¢ optymalne rozwigzanie potrzebujemy
dodatkowo pamietac skad sie wzigt optymalny wynik
dla okreslonego podproblemu — tez go zapamietujemy
w tablicy pomocnicze;.

Optymalne rozwigzanie odtwarzamy od konca
(optymalnych rozwigzan moze by¢ wiele)




Stokrotki

Problem przejscia przez pole ze stokrotkami:

e dane jest prostokatne pole podzielone na mniejsze
prostokaty zwane kwartatami w liczbie n x m (n wierszy,
m kolumn); w kazdym kwartale rosnie okreslona liczba
stokrotek;

e nalezy przejs¢ z pola w lewym gérnym rogu do pola w
prawym dolnym rogu tak, aby zebrac po drodze jak
najwiekszg liczbe stokrotek;

* mozna sie poruszac tylko w prawo i w dot.




Stokrotki

Rozwigzanie rekurencyjne:
sumalfi, j) =

kwartaf(i, j) + max{sumal(i-1, j), suma(i, j-1)}
e Ztozonos¢: pamie¢ O(n+m), czas wyktadniczy.
Rozwigzanie dynamiczne: wypetniamy catg tabele
wartosciami zyskow wg wzoru rekurencyjnego.
e Ztozonos¢: pamie¢ O(n-m), czas O(n-m).
Tabele mozna wypetnic¢ wierszami lub kolumnami,
pamietajgc tylko dwa wiersze lub dwie kolumny.
e Ztozonosc: pamie¢ O(min{n, m}), czas O(n-m).
Aby odtworzy¢ optymalng droge, nalezy
zapamietywac skad przyszlismy.
e 7Ztozonosc¢: pamie¢ O(n-m), czas O(n-m).




Stokrotki

18
25
28

37

14
20
26
32

13
17
22

24

12
13
15




Najdtuzszy wspolny podciag

Problem najdtuzszego wspdlnego podciggu (ang.

Longest Common Subsequence, LCS):

e dane sg dwa ciagi znakdw X = (X;,...,X )i Y = (Y,eees V,);

e nalezy znalez¢ dtugosc¢ najdtuzszego z mozliwych ciggow
Z takiego, ze Z jest podciggiem X i Z jest podciggiem Y.

Zastosowanie:

e wykrywanie zmian w dokumentach;

o weryfikacja antyplagiatowa.




Najdtuzszy wspolny podciag

Oznaczenie. Niech Z = (z,,...,z,) bedzie n-znakowym
ciggiem. Wowczas przez Z, bedziemy oznaczali
i-znakowy prefiks ciggu Z dla i€{0,...,n} (Z, bedzie
ciggiem pustym).

Lemat. Niech Z = (z,,...,z,) bedzie najdtuzszym
wspolnym podciggiem ciggu X = (X4,...,X,))

1Y =(yy..., ¥,,). WOwczas:

° (1) jezeli x,=vy,, toz,=x,=y,0razZ, ,=lcs(X 1, Y, 1);
e (2)jezeli x 2y, iz, #x ,toZ=lcs(X ,,Y);

° (3)jezeli x,#y,iz #y,toZ=1Ics(X, Y, ).

Lemat pozwala na napisanie prostej funkgji
rekurencyjnej rozwigzujgcej ten problem.




Najdtuzszy wspolny podciag

Niech c(i, j) oznacza dtugos¢ najdtuzszego wspdlnego
podciagu dla X;, Y;. Zaleznosci rekurencyjne:

c(i,j)=0 gdyi=0lubj=0

c(i,j)=cli-1,j-1)+1 gdyi,j>0orazx; =y,

c(i, j) = max{c(i, j-1), c(i-1, j)} gdyi,j>0orazx;#y;
Rozwigzanie dynamiczne: wypetniamy catg tabele
dtugosciami wg wzoru rekurencyjnego.

e Ztozonos¢: pamie¢ O(n-m), czas O(n-m).

Tabele mozna wypetni¢ wierszami lub kolumnami,
pamietajgc tylko dwa wiersze lub dwie kolumny.

e Ztozonos¢: pamie¢ O(min{n, m}), czas O(n-m).

Aby odtworzy¢ najdtuzszy wspaolny podciag, nalezy
zapamietywac wg ktorej reguty wypetnilismy dane pole.
e Ztozonos¢: pamie¢ O(n-m), czas O(n-m).




Najdtuzszy podcigg rosnacy

Problem najdtuzszego podciggu rosngcego (ang.
Longest Increasing Subsequence, LIS):

e dany jest cigg liczb X = (xy,...,X,);

e nalezy znalez¢ dtugosc¢ najdtuzszego z mozliwych ciggow
Z takiego, ze Z jest podciggiem X i Z jest rosnacy.

Zastosowanie:

e w matematyce i fizyce.




Najdtuzszy podcigg rosnacy

Oznaczenie. Niech Z = (z,,...,z,) bedzie n-liczbowym
ciggiem. Wowczas przez Z, bedziemy oznaczali i-
liczbowy prefiks ciggu Z dla i€{0,...,n} (Z, bedzie
ciggiem pustym).

Lemat. Niech Z = (z,,...,z,) bedzie najdtuzszym
podciggiem rosngcym ciggu X = (X,...,X,,,). Wowczas:
° (1) jezeli x,,=2,toZ, ,=lis(X ) +1;

° (2)jezeli x,#z,toZ=lis(X, ;).

Lemat pozwala na napisanie funkcji rekurencyjnej
rozwigzujgcej ten problem.




Najdtuzszy podcigg rosnacy

Niech c(i) oznacza dtugos¢ najdtuzszego podciggu
rosnacego dla X, zawierajgcego liczbe x.. Zaleznosci
rekurencyjne:
c(i)=1 gdyx =min,_; {x}
c(i) = max._y i.{c i x,<x}+1 gdyx;>min_ {x}
Rozwigzanie dynamiczne: wypetniamy catg tabele
dtugosciami wg wzoru rekurencyjnego.
e Ztozonosé: pamiec O(n), czas O(n?).
Rozwigzanie dynamiczne ulepszone o wyszukiwanie
binarne.
e Ztozonosc: pamiec¢ O(n), czas O(n - log n).
Aby odtworzy¢ najdtuzszy podcigg rosnacy, nalezy
zapamietywac przedostatni element ktorym przedtuzamy
podcigg rosnacy.

Ny e Ztozonos¢: pamiec¢ O(n), czas O(n - log n).




Techniki konstruowania algorytmow

Rekurencja ze spamietywaniem




Rekurencja ze spamietywaniem

Rekurencja ze spamietywaniem jest szczegdlnym przypadkiem
programowania dynamicznego.

Aby rozwigzac problem za pomocg rekurencji ze
spamietywaniem musi on sie da¢ rozwigza¢ dynamicznie, czyli
wykazywac wtasnosci:

e optymalnej podstruktury;

e wspolnych podproblemow.

Idea: dla matych danych rozwigzanie wyliczamy ad hoc; duzy
problem dzielimy na podproblemy i wyliczamy ich rozwigzania;
jesli dany podproblem byt juz wczesniej obliczony to
odczytujemy gotowy wynik z tablicy pomocniczej, w
przeciwnym przypadku rozwigzujemy go rekurencyjnie;
wyliczony wynik dla problemu zapamietujemy w tablicy
pomocniczej, aby w przysztosci nie liczy¢ go ponownie, tylko
szybko odczytac (rozwigzany problem moze by¢ przeciez czescia
wiekszego problemu).

/




Rekurencja ze spamietywaniem

Znane przyktady stosowania rekurencji ze
spamietywaniem:

e wspotczynnik dwumianowy,

e cigg Fibonacciego.




Wspotczynniki dwumianowe

Problem wyznaczenia k-tego wyrazu w n-tym wierszu

trojkata Pascala:
e dane sg liczby naturalne ni k, takie ze 0 £ k < n;
* nalezy obliczy¢ wspotczynnik dwumianowy (", ).
Rozwigzanie tradycyjne: budujemy trojkatng tablice i
wypetniamy j3 wierszami od gory:
A[O][k] = A[k][O] = 1,
A[K][j] = Alk-1][j-1] + A[k-1]][j] dla k=1...n-1.
Na koncu odczytujemy A[n][k].
e Ztozonos¢: pamiecé O(n?), czas O(n?).




Wspotczynniki dwumianowe

Rozwigzanie rekurencyjne: wypetniam po kolei tablice
wspotczynnikami dwumianowymi;

Rekurencja:

Pascal(n, 0) =1

Pascal(n, n) =1

Pascal(n, k) = Pascal(n-1, k-1) + Pascal(n-1, k)

e Ztozonosc¢: pamieé O(n?), czas wyktadniczy.

Rekurencja ze spamietywaniem wynikow.

o Ztozonosc¢: pamieé O(n?), czas O(n?).

Rozwigzanie dynamiczne: przechowuje tylko ostatnio
wyliczony wiersz trojkata Pacsala; na jego podstawie
obliczam nastepny.

o Ztozonos$¢: pamiecé O(n), czas O(n?).




Wspotczynniki dwumianowe

Algorytm ze spamietywaniem:
e Tablica globalna
int p[n+1][n+1] ={0,...};
e Funkcja rekurencyjna
function Pascal(n, k) {
if (p[n][k] = O) return p[n][k];
if (k=0o0r k=n)p[n][k] =1;
else p[n][k] = Pascal(n-1, k-1) + Pascal(n-1, k);
return p[n][k];
}

Liczba obliczen rekurencyjnych dla kazdego elementu
tablicy wynosi 1.




Techniki konstruowania algorytmow

Strategia zachtanna




Strategia zachtanna

Strategie zachtanng stosuje sie gtownie do problemow
optymalizacyjnych.

Aby rozwigzac problem technikg zachtanng musi on wykazywac

wtasnosci:

e podstruktury — rozwigzanie problemu mozna wyliczy¢ na podstawie
rozwigzan podproblemow albo rozwigzanie problemu mozna
skonstruowad dodajac albo nie dodajac jakiegos elementu do
rozwigzania;

e wyboru zachtannego — w kazdym kroku algorytmu jestesmy w
stanie wybrac¢ element nalezgcy do rozwigzania (albo wyeliminowac
element z rozwigzania).

ldea: dla matych danych rozwigzanie wyliczamy ad hoc; dla
duzego problemu wybieramy element nalezgcy do rozwigzania
(albo stwierdzamy, ze nie bedzie on nalezat do rozwigzania
optymalnego), redukujgc tym samym rozmiar zadania.

Waznym elementem strategii zachtannej jest uzasadnienie
poprawnosci rozwigzania.




Przydziat zaje¢ do sali

Problem przydziatu zajec do sali:

e dane sg godziny, w ktorych mogg sie odbywac wyktady
w pewnej sali;

e nalezy wyznaczyc taki zbior wyktadow, aby odbyto sie
ich jak najwiecej.

Rozwigzanie: sortujemy wyktady po ich godzinach

zakonczenia; wybieramy wyktad, ktory konczy sie

najszybciej i nie zachodzi na poprzednie wyktady (az

do wyczerpania danych).

e Czas (zdeterminowany procedurg sortowania):
O(n-log(n))

Poprawnosc rozwigzania: dowod nie wprost.




Szeregowanie zadan
do jednego procesora

Problem szeregowania zadan do procesora:

e danych jest n zadan t,,... t, i procesor, na ktorym te
zadania bedg wykonane; kazde z zadan ma okreslony
czas realizacjid,,... d_;

e nalezy tak poprzydziela¢ zadania do procesora, aby
zminimalizowac sumaryczny czas przebywania zadan w
systemie.

Rozwigzanie: sortujemy zadania po ich czasach

wykonania; przydzielamy zadania do procesora w

kolejnosci od najkrotszego do najdtuzszego.

e Czas (zdeterminowany procedurg sortowania):
O(n-log(n))

Poprawnosc rozwigzania: dowod nie wprost.




Szeregowanie zadan
do wielu procesorow

Problem szeregowania zadan do procesorow:
e danych jest n zadan t,, ...t i m procesorow p,, ...p,,; kazde z
zadan ma okreslony czas realizacjid,, ...d ;

e nalezy tak poprzydziela¢ zadania do procesoréw, aby
zminimalizowac¢ sumaryczny czas przebywania zadan w
systemie.

Rozwigzanie: sortujemy zadania po ich czasach wykonania;
sekwencyjnie przydzielamy zadania do kolejnych
procesorow (do pierwszego procesora p, trafig zadania t;;,;,

ime1p Tizmey wr)-
e czas: O(n-log(n))

Poprawnosc rozwigzania: dowod nie wprost.

Uwaga: zadania muszg by¢ wykonane w kolejnosci od
najkrotszego do najdtuzszego na kazdym procesorze.




4 ™
Przyktady problemoéw rozwigzywanych

technikg zachtanng

Algorytm Huffmana wyznaczajgcy kodowanie dla
symboli, ktorych prawdopodobienstwa wystgpienia w
tekscie sg znane.

Algorytm Kruskala wyznaczajgcy minimalne drzewo
rozpinajgce dla grafu nieskierowanego wazonego, o ile
jest on spadjny.

Algorytm Dijkstry wyznaczajacy najkrotsze sciezki z
pojedynczego zrodta w grafie o nieujemnych wagach
krawedzi.




