Problemy porzagdkowe




Problemy porzgdkowe — zadania

e Problemy porzadkowe to zbior roznych zadan
obliczeniowych zwigzanych z porzagdkowaniem zbioru
danych i wyszukiwaniem informacji na takim zbiorze.

e Rodzaje zadan porzadkowych:
e sortowanie
e scalanie
e podziat
* wyszukiwanie wartosci w zbiorze
* element minimalny/maksymalny
* k-ty co do wielkosci element w zbiorze




Problemy porzagdkowe — dane

e Dane w problemach porzagdkowych pochodzg z
okreslonego uniwersum z porzadkiem liniowym —
zbidr z relacjg porzadkujaca < (przechodnia,
antysymetryczna i zwrotna i dotyczgcg kazdej pary
elementow z tego zbioru).

* Przyktady zbiorow z porzadkiem liniowym:

* zbidr liczb catkowitych z relacjg <

o zbior liczb rzeczywistych z relacjg <

* zbior ciggow znakowych z porzadkiem
leksykograficznym <lex




Problemy porzadkowe — tablica

e Dane dla rozwazanych problemow porzadkowych s3
przechowywane w tablicy.

e Tablice n-elementowg oznaczamy przez A[n] lub
precyzyjniej przez A[0...n-1] (elementy w tablicy s3
indeksowane od 0).

e Niepusty fragment tablicy z danymi oznaczamy
T[a...b], gdzie 0 £ a £ b < n (fragment taki zawiera b —a

+ 1 elementow).




Stabilnosc i dziatanie w miejscu

e Algorytm jest stabilny (ang. stable), gdy dane o takich
samych wartosciach zachowuja pierwotne
uporzadkowanie.

e Algorytm dziata w miejscu (ang. in-place), jesli
korzysta tylko z pewnej statej liczby O(1) dodatkowych
komorek pamieci do rozwigzania zadania (co wyklucza
gteboka rekurencje).




Inwersje

* Dwa elementy a; i a; w ciggu A = (a,, @, ..., a,1) SAW
inwersji, gdy nie s uporzadkowane, czyli: a; > a, dla
i <.

e Liczba inwersji wystepujgca w ciggi jest miarg
uporzagdkowania tego ciggu.

e W kazdym ciggu moze by¢ od O (ciag
uporzadkowany) do n(n-1)/2 (ciag odwrotnie
uporzagdkowany) inwers;ji.




Techniki rozwigzywania zadan

obliczenowych

Progresja i redukcja




Dziel i zwyciezaj

e Technika rozwigzywania problemow metoda ,,dziel i
zwyciezaj” zostata zastosowana przez Napoleona w
bitwie pod Austerlitz w 1805 .

e Problem obliczeniowy wykazuje wlasnos¢
podstruktury, jesli jego rozwigzanie mozna wyrazic
funkcjg jednego lub kilku rozwigzan jego
podproblemow.

e Aby zastosowac technike dziel i zwyciezaj problem
obliczeniowy musi wykazywac¢ wtasnosc¢ podstruktury.

e Technika dziel i zwyciezaj jest technikg budowania
rozwigzania od gory top-down.




Dziel i zwyciezaj

e |dea metody dziel i zwyciezaj: podzieli¢ problem na
mniejsze podproblemy i na podstawie ich rozwigzan
wyprowadzi¢ rozwigzanie pierwotnego problemu.

e W rozwigzywaniu problemow technikg dziel i
zwyciezaj w naturalny sposéb wykorzystuje sie
rekurencje.

e Przyktady problemow rozwigzywanych metodg dziel i
ZWYyciezaj:

e sortowanie przez scalanie,
* sortowanie szybkie (przez podziat).




Dziel i zwyciezaj

e Schemat uzycia strategii dziel i zwyciezaj do

rozwigzywania problemow obliczeniowych:

 dla matych problemoéw udziel odpowiedzi ad hoc (wylicz
rozwigzanie recznie);

* wiekszy problem podziel na mniejsze podproblemy;

* rozwigz mniejsze podproblemy (rekurencja);

» potacz rozwigzania podproblemow w rozwigzanie
problemu pierwotnego.




Redukcja

e Problem obliczeniowy wykazuje wtasnosé redukcji,
jesli jego rozwigzanie mozna obliczy¢ na podstawie
rozwigzania jednego podproblemu tego samego typu.

e Aby zastosowac technike redukcji problem
obliczeniowy musi wykazywac wtasnosc¢ redukg;ji.

e Technika redukcji jest technika budowania rozwigzania
od gory top-down.

e Technika redukgcji jest szczegdlnym przypadkiem
techniki dziel i zwyciezaj, w ktorej wystepuje tylko
jeden podproblem.




Redukcja

e |dea metody redukcji: wykonaj pewne obliczenia,
ktore pozwolg na zredukowanie pierwotnego
problemu do jego podproblemu.

* W rozwigzywaniu problemow technikg redukgciji
wykorzystuje sie w sposob naturalny rekurencje,
ktorg mozna jednak tatwo zastgpic iteracja.

e Przyktady problemow rozwigzywanych metoda
redukgciji:
* rekurencyjne obliczanie silni,
» szybkie potegowanie.




Redukcja

e Schemat uzycia strategii redukcji do rozwigzywania
problemow obliczeniowych:
 dla matych problemoéw udziel odpowiedzi ad hoc (wylicz
rozwigzanie recznie);
* wiekszy problem zredukuj do mniejszego podproblem;
* wylicz rozwigzanie dla mniejszego problemu;

* rozwigzanie podproblemu przeksztat¢ na rozwigzanie
pierwotnego problemu.




Progresja

e Problem obliczeniowy wykazuje wtasnos¢ progresiji,
jesli rozwigzanie jednego podproblemu tego samego
typu dla zredukowanych danych mozna rozszerzyc¢ na
rozwigzanie catego zadania.

e Aby zastosowac technike progresji problem
obliczeniowy musi wykazywac wtasnosc progresiji.

e Technika progresji jest technikg budowania
rozwigzania od dotu bottom-up.




Progresja

e |dea metody progresiji: oblicz rozwigzanie dla
trywialnego przypadku z matg iloscig danych, potem
rozszerzaj to rozwigzanie o kolejne elementy az do
wyczerpania wszystkich danych.

* W rozwigzywaniu problemow technikg progres;i
wykorzystuje sie w sposob naturalny iteracje.

e Przyktady problemow rozwigzywanych metoda
progresji:
* iteracyjne obliczanie silni,
* wyznaczanie elementu minimalnego/maksymalnego.




Progresja

e Schemat uzycia strategii progresji do rozwigzywania
problemow obliczeniowych:
 dla matego problemu udziel odpowiedzi ad hoc (wylicz
rozwigzanie recznie);
* maty podproblem rozszerz do wiekszego podproblemu;
* az rozwigzanie nie obejmie wszystkich danych problemu.




Problemy porzagdkowe

Znajdowanie maksimum i minimum




Znajdowanie wartosci maksymalnej
(minimalnej) w tablicy

e Dane: zbior n wartosci umieszczonych w tablicy
A[O...n-1]; dane nie sg uporzgdkowane.

e Zadanie: nalezy wyznaczy¢ wartosc¢ najwiekszg
sposrod danych.

e |ldea rozwigzania technikg progresji: wyznaczamy
element maksymalny dla kazdego prefiksu

(poczatkowego fragmentu) tablicy i rozszerzamy to
rozwigzanie o kolejny element.




/najdowanie wartosci maksymalnej w
tablicy — progresja

function max-value (out comparable A[n]) => comparable

{
m := A,
fori=1..n-1do
if A >mthenm = A;

return m;

}
e 7fozonosc¢ czasowa (liczba poréwnan): n-1 porownan O(n)

e Ztozonos¢ pamieciowa: O(1)




4 . . , . .
/najdowanie wartosci maksymalnej

(minimalnej) w tablicy

e |dea rozwigzania technikga dziel i zwyciezaj:
wyznaczamy element maksymalny dla pierwszej i
element maksymalny dla drugiej potowy tablicy i na
tej podstawie wyznaczamy element maksymalny dla

catej tablicy.




/najdowanie wartosci maksymalnej w
tablicy — dziel i zwyciezaj

function max-value (out comparable A[n]) => comparable
{

if (n = 1) then return A;;

p:=Ln/2]

m, := max-value(A[O...p-1]);

m, := max-value(A[p...n-1]);

return max{m,, m,};

e Ztozonosc¢ czasowa (liczba poréwnan): n-1 porownan O(n)
e Ztozonos¢ pamieciowa (gtebokos¢ rekurencji): O(log n)




/najdowanie pozycji wartosci
maksymalnej (minimalnej) w tablicy

Dane: zbior n wartosci umieszczonych w tablicy A[O...n-1];
dane nie sg uporzagdkowane.

Zadanie: nalezy wyznaczycC pozycje w tablicy wartosci
najwiekszej sposrod danych.

Zaleta: na podstawie pozycji mozna wyznaczy¢ wartosc
elementu najwiekszego.

Idea rozwigzania technikg progresji: rozszerzanie
rozwigzania o kolejne elementy tablicy (pamietamy
rozwigzanie czesciowe, czyli pozycje z wartoscig
maksymalng dotychczas znaleziong, dla poczgtkowego
fragmentu tablicy).

Zadanie to mozna rowniez rozwigzac technikg dziel i
ZwWyciezaj.




/najdowanie pozycji wartosci
maksymalnej w tablicy — progresja

function max-position (out comparable A[n]) => integer
{

p:=0;

fori=1..n-1do

if A;> A then p =i

return p;
}
e Ztozonos¢ czasowa (liczba poréwnan): n-1 porownan O(n)
e Ztozonos¢ pamieciowa: O(1)




4 _ _ N
Jednoczesne znajdowanie elementu

minimalnego i maksymalnego

e Dane: nieuporzagdkowany zbior n wartosci
umieszczonych w tablicy A[O...n-1].

e Zadanie: nalezy wyznaczy¢ w tablicy wartosc
najwiekszg i najmniejszg sposrod danych.

e |dea rozwigzania: najpierw porownujemy parami
wszystkie dane w tablicy — elementy mniejsze z
kazdej pary bedg kandydatami na minimum a
elementy wieksze bedg kandydatami na maksimum;
nastepnie wyznaczamy element minimalny sposrod
kandydatow na minimum i element maksymalny
sposrod kandydatow na maksimum.




Jednoczesne znajdowanie elementu
minimalnego i maksymalnego

funcction min-max-value (out comparable A[n])
=> (comparable , comparable)

{
p:=0,q:=n-1;
while p < g do
if A,>A, then A, =t A
p++, q—;
}

X := min-value(A[0...q]);

y := max-value(A[p...n-1]);

return (x, y);
}
o Ztozonosc¢ czasowa (liczba poréwnan): ~3n/2 poréwnan O(n)
e Ztozonos¢ pamieciowa: O(1)




e

Jednoczesne znajdowanie elementu
minimalnego i maksymalnego

e |dea rozwigzania technikga dziel i zwyciezaj:
wyzhaczamy pary elementow minimalny i
maksymalny dla pierwszeji dla drugiej potowy
tablicy i na tej podstawie wyznaczamy pare
elementow minimalny i maksymalny dla catej

tablicy.




-

Jednoczesne znajdowanie elementu minimalnego i
maksymalnego — dziel i zwyciezaj

function min-max-value (out comparable A[n])
=> (comparable , comparable)
{
if n =1 then return (A,, A,);
if n =2 then
if A, <A, then return (A, A,);
else return (A, A,);
p:=Ln/2]
(m,, M) := min-max-value(A[O...p-1]);
(m,, M,) := min-max-value(A[p...n-1]);
return (min{m,, m,}, max{M,, M,});
}
e Ztozonos¢ czasowa (liczba poréwnan): O(n)
o Ztozonos$¢ pamieciowa (gtebokos¢ rekurenciji): O(log n)

/




Dolna granica na wybor elementu
maksymalnego

e Mozna udowodni¢, ze kazdy algorytm wyznaczajacy
minimum w zbiorze n-elementowym wykona w
najgorszym przypadku Q(n) poréwnan a doktadniej =n
(dodwaod: ztosliwy adwersarz).

e Mozna udowodni¢, ze kazdy algorytm wyznaczajacy
jednoczesnie minimum i maksimum w zbiorze n-
elementowym wykona w najgorszym przypadku Q(n)
poréwnan a doktadniej ~3n/2.




Problemy porzagdkowe

Sortowanie




Problem sortowania

e Dane: zbior n wartosci umieszczonych w tablicy
A[O...n-1].

e Zadanie: nalezy tak pouktadac¢ dane w tablicy
(dokona¢ permutacji), aby wystepowaty w porzadku
niemalejagcym, czyli A, <A; < ... <A .

e Ograniczenia: elementy z tablicy mozemy tylko
porownywac i kopiowac.

e Kazdy algorytm sortujacy wykorzystujacy tylko
porownania elementéw wykona w najgorszym
przypadku Q(n - log n) poréwnan (dowdd: drzewa
decyzyjne).




Sortowanie bgbelkowe
(ang. bubble sort)

e |dea rozwigzania technikg redukcji: porownujemy po
kolei sgsiednie pary elementéw porzadkujac je
jednoczesnie; po napotkaniu elementu
maksymalnego bedzie on przepychany w kierunku
konca tablicy; po takim cyklu element maksymalny
znajdzie sie na koncu tablicy, redukujgc rozmiar
problemu o 1; takich cykli wystarczy wiec wykonac
n-1 aby cata tablica zostata posortowana.

e Zastosowanie: dla matych danych.
e Algorytm jest stabilny i dziata w miejscu.




Sortowanie bgbelkowe
(ang. bubble sort)

procedure bubble-sort (out comparable A[n])

{
fork=n..2do
forj=1..k-1do
if A, >A then A =1 A;
}

e Ztozonos$c¢ czasowa: n(n-1)/2 poréwnan ©(n?)
e 7tozonos¢ pamieciowa: O(1)




Sortowanie bagbelkowe — modyfikacje

e Jesli w cyklu przesiewania nie wykonano zadnej zamiany,
to cigg jest juz posortowany (mozna przerwac algorytm).

e Jesli ostatnia zamiana wykonana w cyklu przesiewania
wystgpita na pozycji j-1 i j-tej, to koncowe elementy od j
wt3acznie sg juz na wtasciwych pozycjach.

e Mozna przesiewac raz w prawa strone a potem w lewg
strone — sortowanie koktajlowe.




Sortowanie przez wstawianie
(ang. insertion sort)

e |dea rozwigzania technikg progresji: do posortowanego
poczatkowego fragmentu tablicy wstawiam nastepny
element przez poréwnania i zamiany az nie znajdzie sie
ona na odpowiedniej pozycji; zaczynamy od fragmentu
jednoelementowego (pierwszy element w tablicy); po
wykonaniu n-1 wstawien kolejnych elementow tablica
bedzie posortowana.

e Zastosowanie: do danych, ktore sg czesciowo
uporzgdkowane albo prawie uporzagdkowane.

e Algorytm jest stabilny i dziata w miejscu.




Sortowanie przez wstawianie
(ang. insertion sort)

proc insertion-sort (out comparable A[n])

{
fork=2..ndo
forj=k-1..1do
if A, >A then A =1 A;
else break;
}

o Ztozonosc¢ czasowa: n(n-1)/2 poréwnan w najgorszym
przypadku (dane sg odwrotnie uporzgdkowane) czyli
O(n?); n-1 pordwnan w najlepszym przypadku (dane sg
juz uporzadkowane) czyli Q(n).

e Ztozonos¢ pamieciowa: O(1)




Sortowanie przez wybieranie
(ang. selection sort)

e |dea rozwigzania technikg redukcji: znajdujemy pozycje
elementu maksymalnego i przenosimy go na koniec
tablicy poprzez zamiane, redukujgc w ten sposob rozmiar
problemu o 1; takich czynnosci wystarczy wiec wykonac
n-1 aby catfa tablica zostata posortowana.

e Zastosowanie: dla danych, ktére sg duze (ich kopiowanie
jest czasochtonne), poniewaz w trakcie dziatania
algorytmu wykonamy co najwyzej n-1 zamian
elementow.

e Algorytm nie jest stabilny ale dziata w miejscu.




Sortowanie przez wybieranie
(ang. selection sort)

procedure selection-sort (out comparable A[n])

{
fork=n...2 do
{
p := max-position(A[O...k-1]);
ifp#k-1then A = A ,;
}
}

e Ztozono$¢ czasowa: n(n-1)/2 poréwnan O(n?)
e Zfozonos¢ pamieciowa: O(1)




Problemy porzgdkowe

Scalanie i sortowanie przez scalanie




Scalanie posortowanych ciggéw

Dane: dwa posortowane ciggi umieszczone w tablicach
A[O...n-1] i B[0...m-1] (dane sg uporzgdkowane, czyli A; < A,
<..<A ,orazB;<B;<..<B_ ;).

Zadanie: Mamy potgczy¢ dane z obu ciggow w taki sposob,
aby dane te byty ostatecznie uporzgdkowane.

Ograniczenia: elementy z tablicy mozemy tylko
porownywac i kopiowac.

Inne warianty tego problemu:

* liczba ciggdw do scalenia moze by¢ wieksza niz 2,

* dwa ciggi do scalenia sg umieszczone w jednej tablicy jeden
za drugim.




Scalanie posortowanych ciggéw

e Spostrzezenie: minimum sposrod pierwszych
elementow obu ciggdw min(A,,B,) jest elementem
minimalnym catego zbioru danych.

e |dea algorytmu: wyznaczamy minimum z obu ciggow |
przenosimy go do tablicy wynikowej; proces ten
powtarzamy dopoki nie wyczerpia sie dane.




Scalanie posortowanych ciggéw

function merge (comparable A[n], comparable B[m]) =>
comparable[n+m]

{
comparable C[n+m];
1:=0,:=0;
whilei<nandj<mdo
if A, <B;then {C,,;:= A; i++; }
else {C;,; :=B; j++; }

whilei<ndo {C, = A;i++;}

while j< mdo {C,;:=B; j++; }
return C;




Scalanie posortowanych ciggéw

Algorytm scalania jest iteracyjny.

Ztozonosc¢ algorytmu scalania:

* ztozonos¢ pamieciowa O(n+m) — 2 komorki pamieci + tablica
na wynik.

» ztozonos¢ czasowa O(n+m) — liczba przepisan elementow do
tablicy wynikowe,;.

Algorytm scalania jest stabilny.

Inne wersje danych do tego algorytmu:

* dane znajdujg sie w jednej tablicy i wynik tez ma sie tam
znalez¢;

e procedura scalajgca ma podany przez parametr bufor do
scalania wynikow.




Sortowanie przez scalanie

* |dea: dziele dane wejsciowe na dwa roztgczne
rownoliczne podzbiory (z doktadnoscig do 1),
nastepnie sortuje kazdy z tych podzbiorow i za
pomocgy scalania tgcze wyniki w jeden posortowany

Cigg.




Sortowanie przez scalanie
(ang. merge sort)

procedure merge-sort (out comparable A[n])

{
// if n jest mate np. <5 then { insertion-sort(A); return; }
if n =1 then return;

m :=|n/2;
merge-sort(A[0...m-1]);
merge-sort(A[m...n-1]);

C := merge(A[0...m-1], A[m...n-1]);
A :=C;




Sortowanie przez scalanie

Sortowanie przez scalanie korzysta z techniki dziel i
ZwWyciezaj.

Algorytm ten jest stabilny, poniewaz korzysta ze stabilnego
scalania.

Algorytm ten nie dziata w miejscu, gdyz korzysta z
rekurencji i uzywa tablic pomocniczych do scalania.

Ztozonos¢ algorytmu sortowania przez scalanie:

* ztozonos¢ pamieciowa O(n) — na kazdym poziomie rekurenc;ji
uzywamy tablic pomocniczych do umieszczenia wyniku
scalania;

* ztozonos¢ czasowa O(n - log n) — wynika z zaleznosci
rekurencyjnej:
T(n) =2 T(n/2) + O(n)

Algorytm jest optymalny czasowo!




Problemy porzgdkowe

Podziat i sortowanie szybkie (przez podziat)




Podziat danych w ciggu

e Dane: nieuporzgdkowany cigg umieszczony w tablicy
A[O...n-1] oraz wartos¢ p zwana piwotem (ang. pivot — 0S)
albo elementem dzielgcym.

e Zadanie: Mamy podzieli¢c dane w ciggu na elementy <p i >p
w taki sposob, aby elementy mniejsze od piwota znalazty
sie na poczatku tablicy a elementy wieksze na koncu.

e Ograniczenia: elementy z tablicy mozemy tylko
porownywac i kopiowac.

e Szczegodlne wersja tego problemu:

* element dzielacy jest jednym z elementdw tablicy (wiemy
ktdrym) i po podziale piwot jest umieszczany na granicy
podziatu;

* wartosci elementow w tablicy czesto sie powtarzajg i nalezy
dokonac tréjpodziatu czyli podzieli¢ elementy na wartosci <p,
=p i >p, przy czym wartosci rowne piwotowi umieszczamy
posrodku.




Podziat danych w ciggu

e |dea algorytmu Lomuta:
jesli dokonalismy podziatu n-1 elementéw w tablicy i
elementy >p zaczynajg sie od pozycji k, n-ty element
mozemy prosto dotgczy¢ do rozwigzania pozostawiajgc
go na tej samej pozycji gdy jest >p albo zamieniajgc z
k-tym elementem gdy jest <p.




Podziat danych w ciggu

function Lomuto-partition (out comparable A[n], comparable p)
=> integer

{
g:=0;
fori=0..n-1do
if A;,<pthen {A, = A;g++; }
return g;

}

e W algorytmie Lomuta elementem dzielgcym moze by¢
dowolna wartosc.




Podziat danych w ciggu

e |dea algorytmu Sedgewicka:
szukamy od poczatku tablicy elementu >p i od konca
tablicy elementu <p, nastepnie zamieniamy te
elementy miejscami; po tej operacji problem redukuje
sie do elementéw umieszczonych pomiedzy tymi
Zamienionymi.




Podziat danych w ciggu — rekurencyjny
algorytm Sedgewicka

function Sedgewick-partition (out comparable A[n], comparable p)
=> integer
{
if n<0 then return O;
b :=0;
while b<n and A <p do b++;
if b=n then return n;
e :=n-1;
While e>0 and A_>p do e--;
if e<b then return b;
Ay =t A,
k := Sedgewick-partition(A[b+1...e-1], p);
return b+1+k;

™~




Podziat danych w ciggu — iteracyjny
algorytm Sedgewicka

function partition-Sedgewick (out comparable A[n], comparable p)
=> integer

{
b:=0;
while b<n and A <p do b++;
if b=n then return n;
e :=n-1;
while e>0 and A_>p do e-;
if e<b then return b;
do {
A, =t A
do b++; while A <p;
do e--; while A_>p;
} while b<e;
return b;




Podziat danych w ciggu

e Algorytm podziatu Lomuta jest iteracyjny.

e Algorytm podziatu Sedgewicka jest iteracyjny (mozna
go tez zaprogramowac rekurencyjnie).

e 7tozonosc algorytmu Lomuta i Sedgewicka w wers;ji
iteracyjnej:
» ztozonos¢ pamieciowa: O(1)
* ztozonos¢ czasowa (liczba poréwnan): O(n)

e Algorytm Sedgewicka wykonuje minimalna liczbe
zamian elementow.

e Algorytmy te nie s stabilne.




Sortowanie szybkie (przez podziat)

e |dea: dokonuje sie podziatu tablicy wzgledem
losowo wybranego elementu (podziat musi byc
nietrywialny), nastepnie sortuje sie rekurencyjnie
czesc z elementami mniejszymi od piwota i potem z
elementami wiekszymi od piwota.

e Wskazéwka: procedure podziatu mozna tak
zmodyfikowac aby w punkcie podziatu znalazt sie
piwot, ktory jest jednym z elementéw zbioru.

e Uwaga: losowy wybor piwota sposrod danych w
tablicy gwarantuje nam unikniecie ztych danych.




Sortowanie szybkie (przez podziat)

function giuck-sort (out comparable A[n])
{
if n jest mate then insertion-sort(A);
i :=losowa wartos¢ ze zbioru {0,...,n-1};
p:=A;
m := partition(A, p); // na pozycji m-tej jest piwot
giuck-sort(A[0...m-1]);
giuck-sort(A[m+1...n-1]);




Sortowanie szybkie (przez podziat)

Sortowanie przez podziat korzysta z techniki dziel i
ZwWyciezaj.

Algorytm ten nie jest stabilny, gdyz korzysta z niestabilnego
podziatu danych.

Algorytm ten nie dziata w miejscu, gdyz korzysta z
rekurencji.

Ztozonosc¢ algorytmu sortowania przez podziat:

» ztozonos¢ pamieciowa O(n) w najgorszym przypadku i O(log n)
w oczekiwanym przypadku — gtebokos¢ rekurenc;ji;

» ztozonosé czasowa O(n?) w najgorszym przypadku i O(n - log n)
w oczekiwanym przypadku — wynika z zaleznosci rekurencyjnej:
T(n) = T(k) + T(n-k) + O(n)




Problemy porzgdkowe

Wyszukiwanie binarne




Wyszukiwanie binarne

e Dane: zbior n wartosci umieszczonych w tablicy
A[O...n-1] w sposdb uporzadkowany (dane s3
posortowane, czyli A; <A, <..<A_ ) oraz wartosc x.

e Zadanie: chcemy wiedzie¢ czy x wystepuje w tablicy A.

e Ograniczenia: elementy w tablicy mozemy tylko
porownywac ze sobg i z wartoscia x.

* Inne wersje tego zadania:

* podawanie pozycji znalezionego elementu;

* podanie ile jest elementow <x lub <x;

e jesli wartosci x nie ma w tablicy, to jaka jest najblizsza
wartosc¢ do x?




Wyszukiwanie binarne

e Analogia do szukania stowa w stowniku.

e |dea rozwigzania: patrzymy na element srodkowy i
porownujemy go z wartoscig x — jesli x< od tego
elementu to dalsze poszukiwania zawezamy do
pierwszej czesci zbioru, jesli x> od tego elementu to
dalsze poszukiwania zawezamy do drugiej czesci
zbioru a w przypadku gdy x= elementowi sSrodkowemu
to znalezlismy szukang wartosc.




Wyszukiwanie binarne — wersja
rekurencyjna

function binary-search (out comparable A[n], comparable x)
=> boolean

{
if n = 0 then return false;
if n =1 then return Aj = x;
m:=|n/2];
if x <A, then return binary-search(A[O...m-1], x);
if A, <x then return binary-search(A[m+1...n-1], x);
return true;




4 . L .
Wyszukiwanie binarne — wersja

iteracyjna

function binary-search (out comparable A[n], comparable x)
=> boolean

{

a:=0,b:=n-1;

whilea<b do

{
m := |_(a+b)/2J;
if x <A, then b :=m-1;
else if A_ < x then a := m+1;
else return true;

}

return false;

)




Wyszukiwanie binarne

e Ztozonosc algorytmu rekurencyjnego:
» ztozonosc¢ pamieciowa — gtebokos¢ wywotan
rekurencyjnych O(log n) — rozmiar danych w kazdym
wywotaniu zmniejsza sie dwukrotnie;

» ztozonosc czasowa O(log n) — gtebokos¢ rekurenciji.

e 7tozonosc algorytmu iteracyjnego:
» ztozonos¢ pamieciowa O(1) — kilka komérek pamieci;
» ztozonos¢ czasowa O(log n) — liczba iteracji.

e Technika redukg;ji.




Problemy porzagdkowe

Wyszukiwanie k-tego co do wielkosci
elementu




Wyszukiwanie k-tego elementu

e Dane: nieuporzgdkowany cigg umieszczony w tablicy
A[O...n-1] oraz wartosc k z zakresu od 0 do n-1.

e Zadanie: Mamy wyznaczyc¢ k-tg co do wielkosci
wartos¢ w tej tablicy, czyli takg wartosc x z tablicy A,
Ze po posortowaniu elementow tablicy na pozycji k-tej
znajdzie sie element o wartosci x (w tablicy tej istnieje
k elementow <x gdy elementy te sg parami rozne).

e Ograniczenia: elementy z tablicy mozemy tylko
porownywac i kopiowac.

e Szczegolne przypadki:
* minimum/maksimum,
* mediana.




e

Wyszukiwanie k-tego elementu
— algorytm Hoare’a

e |dea algorytmu Hoare’a (1961): po dokonaniu podziatu
danych wzgledem losowo wybranej wartosci z tablicy,
k-ty co do wielkosci element bedzie sie znajdowat

tylko w jednej z czesci po podziale.




Wyszukiwanie k-tego elementu
— algorytm Hoare’a

function kth-element (out comparable A[n], integer k) =>
comparable

{
if k=0 then { m :=find-min-pos(A); A, :=: A; return A,; }
if k=n-1 then { m := find-max-pos(A); A, :=: A, ; return A _;;
i := losowa wartos¢ ze zbioru {0,...,n-1};
p:=A;
m := partition(A, p); // na m-tej pozycji znajduje sie p
if k < m then return kth-element(A[0...m-1], k);
else if m < k then return kth-element(A[m+1...n-1], k-m-1);

else return p;

}




e

Wyszukiwanie k-tego elementu
— algorytm Hoare’a

Wyszukiwanie k-tego co do wielkosci elementu korzysta
z techniki redukgciji.

Algorytm ten nie jest stabilny, gdyz korzysta z
niestabilnego podziatu danych.

Algorytm ten nie dziata w miejscu, gdyz jest
rekurencyjny.

Efektem ubocznym algorytmu Hoare’a jest podziat
danych w tablicy na elementy mniejsze od k-tej wartosci
(po lewej stronie) i elementy wieksze (po prawej
stronie).

Ztozonosc algorytmu wyszukiwania k-tego co do

wielkosci elementu z wykorzystaniem podziatu:

e ztozonos¢ pamieciowa O(n) w najgorszym przypadku i
O(log n) w oczekiwanym przypadku — gtebokos¢ rekurenciji;

» ztozonos$¢ czasowa O(n?) w najgorszym przypadku i O(n) w
przypadku oczekiwanym.




Wyszukiwanie k-tego elementu
—algorytm magicznych pigtek

e Algorytm magicznych pigtek Bluma-Floyda-Pratta-Rivesta-
Tarjana (1973) wyszukiwania k-tego elementu dziata w
czasie O(n) dla danych rozmiaru n.

e Algorytm ten korzysta z techniki dziel i zwyciezaj.

e |dea algorytmu magicznych pigtek:

» dzielimy dane na grupy 5-elementowe i w kazdej grupie
wyznaczamy mediane;

e rekurencyjnie wyznaczamy mediane grup 5-elementowych i
wedtug tej mediany dokonujemy podziatu;

* dokonujemy podziatu wg mediany median i odrzucany co
najmniej 0,3-n danych (redukcja problemu);

» dalsze postepowanie jest rekurencyjne.




Wyszukiwanie k-tego elementu
—algorytm magicznych pigtek

function kth-element (out comparable A[n], integer k) =>
comparable

{
if k=0 then { m := find-min-pos(A); A, :=: A; return A,; }
if k=n-1 then { m := find-max-pos(A); A =t A ;; return A_; }
if n <10 then { insert-sort(A); return A; }
posortuj 5-elementowe fragmenty ciggu A[0...4], A[5...9], ...;
M :={A,, A, A,,..};; // mediany
p := kth-element(M, n/10); // mediana madian
m := partition(A, p); // na m-tej pozycji znajduje sie p
if k < m then return kth-element(A[0...m-1], k);
else if m < k then return kth-element(A[m+1...n-1], k-m-1);
else return p;




Problemy porzgdkowe

Sortowanie w czasie liniowym




Sortowanie przez zliczanie
(ang. counting sort)

e Dane w tym algorytmie to liczby catkowite z matego k-
elementowego przedziatu (bez straty ogdlnosci mozna
zatozy¢, ze liczby te pochodzg ze zbioru {0, 1, ..., k-1}).

e W algorytmie wykorzystujemy informacje o wartosciach
elementow (a nie tylko porownujemy je miedzy soba).




Sortowanie przez zliczanie
(ang. counting sort)

e |dea rozwigzania prostego: tworzymy tablice licznikow
wystgpien poszczegolnych elementow; zerujemy te liczniki;
nastepnie przeglgdamy zawartos¢ tablicy z danymi i dla
kazdego elementu zwiekszamy licznik zwigzany z jego
wartoscig; na koniec wypisujemy po kolei taka liczbe
wartosci jaka jest zarejestrowana w licznikach.

o Ztozonos¢ czasowa: O(n + k) — kazdy z n elementow raz
odczytujemy, n razy zwiekszmy licznik, n razy wypisujemy
kazdy element oraz kazdy z k licznikow nalezy na poczatku
wyzerowac a potem przegladnac.

e Ztozonos¢ pamieciowa: O(k) — tyle mamy licznikow.

e Zastosowanie: dla liczb catkowitych z waskiego przedziatu.




Sortowanie przez zliczanie
(ang. counting sort)

procedure simple-counting-sort (out integer A[n])

{
integer C[k];

forj=0..k-1do C;:=0; // zerowanie licznikow
for i = 0...n-1 do C[A]++; // zliczanie wystgpien
i :=0; // zapisanie danych do tablicy wynikowej
forj=0..k-1do

while C; >0 do




Sortowanie przez zliczanie
(ang. counting sort)

e |dea rozwigzania: tworzymy tablice kolejek wystgpien
poszczegdlnych elementow i inicjalizujemy te kolejki (na
poczatku kazda kolejka jest pusta); nastepnie przeglagdamy
zawartosc tablicy z danymi i kazdy element umieszczamy w
kolejce indeksowanej polem kluczowym tego elementu; na
koniec przenosimy my po kolei wszystkie elementy z kolejek do
tablicy z danymi.

e Ztozonosc czasowa: O(n + k) — kazdy z n elementéw raz
odczytujemy, n razy zwiekszmy licznik, n razy wypisujemy kazdy
element oraz kazdy z k licznikow nalezy na poczatku wyzerowad
a potem przegladnac.

o Ztozonos¢ pamieciowa: O(n + k) — mamy k kolejek i w sumie n
elementow w tych kolejkach.

e Zastosowanie: dla danych z polami kluczowymi bedgcymi
liczbami catkowitymi z waskiego przedziatu.

e Algorytm jest stabilny ale nie dziata w miejscu.




Sortowanie przez zliczanie
(ang. counting sort)

procedure counting-sort (out object A[n])

{
queue C[k];

forj=0..k-1doC:= O
fori=0...n-1 do C[A .key].enqueue(A);
| :=0;
forj=0...k-1do
while not C;.empty() do
{
A = Cj.dequeue();
i++;

)




Sortowanie kubetkowe
(ang. bucket sort)

e Dane w tym algorytmie to liczby rzeczywiste z matego
przedziatu (bez straty ogdlnosci mozna zatozyc, ze
liczby te pochodz3 z przedziatu [0, 1)); rozktad
prawdopodobienstwa wystgpien elementow jest
jednostajny.

e W algorytmie wykorzystujemy informacje o
wartosciach elementow (a nie tylko porownujemy je
miedzy sobg).




Sortowanie kubetkowe
(ang. bucket sort)

 |dea rozwigzania: tworzymy tablice n kubetkow B, ..., B, ,
takich ze w i-tym kubetku B, bedziemy zbiera¢ dane z
zakresu [n/i, n/(i+1)); nastepnie dane w kubetkach
sortujemy (na przyktad za pomocga sortowania przez
wstawianie); na koniec tgczymy dane z kubetkow.

e Zfozonos$c¢ czasowa: oczekiwana O(n) — kazdy z n kubetkéow
bedzie zawierat statg liczbe elementow w sSrednim
przypadku.

e Ztozonos$¢ pamieciowa: O(n) — tyle mamy kubetkow.

e Zastosowanie: dla liczb rzeczywistych z waskiego
przedziatu.




Sortowanie kubetkowe
(ang. bucket sort)

procedure bucket-sort (out object A[n])

{

gueue B[n];
forj=0..n-1do B, := &,
fori=0...n-1 do B[floor(A..key-n)].enqueue(A,);
for j=0..n-1do insert-sort(B));
1 :=0;
forj=0..n-1do
while not B,.empty() do
{
A, := B.dequeue();
i++;

)




