
Problemy porządkowe



Problemy porządkowe – zadania 
 Problemy porządkowe to zbiór różnych zadań 

obliczeniowych związanych z porządkowaniem zbioru 
danych i wyszukiwaniem informacji na takim zbiorze.

 Rodzaje zadań porządkowych:

 sortowanie

 scalanie

 podział

 wyszukiwanie wartości w zbiorze

 element minimalny/maksymalny

 k-ty co do wielkości element w zbiorze



Problemy porządkowe – dane 
 Dane w problemach porządkowych pochodzą z 

określonego uniwersum z porządkiem liniowym –
zbiór z relacją porządkującą  (przechodnia, 
antysymetryczna i zwrotna i dotyczącą każdej pary 
elementów z tego zbioru).

 Przykłady zbiorów z porządkiem liniowym:

 zbiór liczb całkowitych z relacją 

 zbiór liczb rzeczywistych z relacją 

 zbiór ciągów znakowych z porządkiem 
leksykograficznym lex



Problemy porządkowe – tablica 
 Dane dla rozważanych problemów porządkowych są 

przechowywane w tablicy.

 Tablicę n-elementową oznaczamy przez A[n] lub 
precyzyjniej przez A[0…n-1] (elementy w tablicy są 
indeksowane od 0).

 Niepusty fragment tablicy z danymi oznaczamy 
T[a…b], gdzie 0 ≤ a ≤ b < n (fragment taki zawiera b – a 
+ 1 elementów).



Stabilność i działanie w miejscu
 Algorytm jest stabilny (ang. stable), gdy dane o takich 

samych wartościach zachowują pierwotne 
uporządkowanie. 

 Algorytm działa w miejscu (ang. in-place), jeśli 
korzysta tylko z pewnej stałej liczby O(1) dodatkowych 
komórek pamięci do rozwiązania zadania (co wyklucza 
głęboką rekurencję).



Inwersje 
 Dwa elementy ai i aj w ciągu A = (a0, a1, …, an-1) są w 

inwersji, gdy nie są uporządkowane, czyli: ai > aj dla 
i < j.

 Liczba inwersji występująca w ciągi jest miarą 
uporządkowania tego ciągu.

 W każdym ciągu może być od 0 (ciąg 
uporządkowany) do n(n-1)/2 (ciąg odwrotnie 
uporządkowany) inwersji.



Progresja i redukcja 

Techniki rozwiązywania zadań 
obliczenowych



Dziel i zwyciężaj
 Technika rozwiązywania problemów metodą „dziel i 

zwyciężaj” została zastosowana przez Napoleona w 
bitwie pod Austerlitz w 1805 r.

 Problem obliczeniowy wykazuje własność 
podstruktury, jeśli jego rozwiązanie można wyrazić 
funkcją jednego lub kilku rozwiązań jego 
podproblemów.

 Aby zastosować technikę dziel i zwyciężaj problem 
obliczeniowy musi wykazywać własność podstruktury.

 Technika dziel i zwyciężaj jest techniką budowania 
rozwiązania od góry top-down.



Dziel i zwyciężaj
 Idea metody dziel i zwyciężaj: podzielić problem na 

mniejsze podproblemy i na podstawie ich rozwiązań 
wyprowadzić rozwiązanie pierwotnego problemu.

 W rozwiązywaniu problemów techniką dziel i 
zwyciężaj w naturalny sposób wykorzystuje się 
rekurencję.

 Przykłady problemów rozwiązywanych metodą dziel i 
zwyciężaj:

 sortowanie przez scalanie,

 sortowanie szybkie (przez podział).



Dziel i zwyciężaj
 Schemat użycia strategii dziel i zwyciężaj do 

rozwiązywania problemów obliczeniowych: 

 dla małych problemów udziel odpowiedzi ad hoc (wylicz 
rozwiązanie ręcznie);

 większy problem podziel na mniejsze podproblemy;

 rozwiąż mniejsze podproblemy (rekurencja);

 połącz rozwiązania podproblemów w rozwiązanie 
problemu pierwotnego.



Redukcja 
 Problem obliczeniowy wykazuje własność redukcji, 

jeśli jego rozwiązanie można obliczyć na podstawie 
rozwiązania jednego podproblemu tego samego typu.

 Aby zastosować technikę redukcji problem 
obliczeniowy musi wykazywać własność redukcji.

 Technika redukcji jest techniką budowania rozwiązania 
od góry top-down.

 Technika redukcji jest szczególnym przypadkiem 
techniki dziel i zwyciężaj, w której występuje tylko  
jeden podproblem.



Redukcja 

 Idea metody redukcji: wykonaj pewne obliczenia, 
które pozwolą na zredukowanie pierwotnego 
problemu do jego podproblemu.

 W rozwiązywaniu problemów techniką redukcji 
wykorzystuje się w sposób naturalny rekurencję, 
którą można jednak łatwo zastąpić iteracją.

 Przykłady problemów rozwiązywanych metodą 
redukcji:

 rekurencyjne obliczanie silni,

 szybkie potęgowanie.



Redukcja 
 Schemat użycia strategii redukcji do rozwiązywania 

problemów obliczeniowych: 

 dla małych problemów udziel odpowiedzi ad hoc (wylicz 
rozwiązanie ręcznie);

 większy problem zredukuj do mniejszego podproblem;

 wylicz rozwiązanie dla mniejszego problemu;

 rozwiązanie podproblemu przekształć na rozwiązanie 
pierwotnego problemu.



Progresja 
 Problem obliczeniowy wykazuje własność progresji, 

jeśli rozwiązanie jednego podproblemu tego samego 
typu dla zredukowanych danych można rozszerzyć na 
rozwiązanie całego zadania.

 Aby zastosować technikę progresji problem 
obliczeniowy musi wykazywać własność progresji.

 Technika progresji jest techniką budowania 
rozwiązania od dołu bottom-up.



Progresja 
 Idea metody progresji: oblicz rozwiązanie dla 

trywialnego przypadku z małą ilością danych, potem 
rozszerzaj to rozwiązanie o kolejne elementy aż do 
wyczerpania wszystkich danych.

 W rozwiązywaniu problemów techniką progresji 
wykorzystuje się w sposób naturalny iterację.

 Przykłady problemów rozwiązywanych metodą 
progresji:

 iteracyjne obliczanie silni,

 wyznaczanie elementu minimalnego/maksymalnego.



Progresja 
 Schemat użycia strategii progresji do rozwiązywania 

problemów obliczeniowych: 

 dla małego problemu udziel odpowiedzi ad hoc (wylicz 
rozwiązanie ręcznie);

 mały podproblem rozszerz do większego podproblemu;

 aż rozwiązanie nie obejmie wszystkich danych problemu.



Znajdowanie maksimum i minimum

Problemy porządkowe



Znajdowanie wartości maksymalnej 
(minimalnej) w tablicy

 Dane: zbiór n wartości umieszczonych w tablicy 
A[0…n-1]; dane nie są uporządkowane.

 Zadanie: należy wyznaczyć wartość największą 
spośród danych.

 Idea rozwiązania techniką progresji: wyznaczamy 
element maksymalny dla każdego prefiksu 
(początkowego fragmentu) tablicy i rozszerzamy to 
rozwiązanie o kolejny element.



Znajdowanie wartości maksymalnej w 
tablicy – progresja 
function max-value (out comparable A[n]) => comparable

{

m := A0;

for i = 1…n-1 do 

if Ai > m then m := Ai;

return m;

}

 Złożoność czasowa (liczba porównań): n-1 porównań O(n)

 Złożoność pamięciowa: O(1)



Znajdowanie wartości maksymalnej 
(minimalnej) w tablicy

 Idea rozwiązania techniką dziel i zwyciężaj: 
wyznaczamy element maksymalny dla pierwszej i 
element maksymalny dla drugiej połowy tablicy i na 
tej podstawie wyznaczamy element maksymalny dla 
całej tablicy.



Znajdowanie wartości maksymalnej w 
tablicy – dziel i zwyciężaj 

function max-value (out comparable A[n]) => comparable

{

if (n = 1) then return A0;

p := n/2;

m1 := max-value(A[0…p-1]);

m2 := max-value(A[p…n-1]);

return max{m1, m2};

}

 Złożoność czasowa (liczba porównań): n-1 porównań O(n)

 Złożoność pamięciowa (głębokość rekurencji): O(log n)



Znajdowanie pozycji wartości 
maksymalnej (minimalnej) w tablicy
 Dane: zbiór n wartości umieszczonych w tablicy A[0…n-1]; 

dane nie są uporządkowane.

 Zadanie: należy wyznaczyć pozycję w tablicy wartości 
największej spośród danych.

 Zaleta: na podstawie pozycji można wyznaczyć wartość 
elementu największego.

 Idea rozwiązania techniką progresji: rozszerzanie 
rozwiązania o kolejne elementy tablicy (pamiętamy 
rozwiązanie częściowe, czyli pozycję z wartością 
maksymalną dotychczas znalezioną, dla początkowego 
fragmentu tablicy).

 Zadanie to można również rozwiązać techniką dziel i 
zwyciężaj.



Znajdowanie pozycji wartości 
maksymalnej w tablicy – progresja

function max-position (out comparable A[n]) => integer

{

p := 0;

for i = 1…n-1 do 

if Ai > Ap then p := i;

return p;

}

 Złożoność czasowa (liczba porównań): n-1 porównań O(n)

 Złożoność pamięciowa: O(1)



Jednoczesne znajdowanie elementu 
minimalnego i maksymalnego

 Dane: nieuporządkowany zbiór n wartości 
umieszczonych w tablicy A[0…n-1].

 Zadanie: należy wyznaczyć w tablicy wartość 
największą i najmniejszą spośród danych.

 Idea rozwiązania: najpierw porównujemy parami 
wszystkie dane w tablicy – elementy mniejsze z 
każdej pary będą kandydatami na minimum a 
elementy większe będą kandydatami na maksimum; 
następnie wyznaczamy element minimalny spośród 
kandydatów na minimum i element maksymalny 
spośród kandydatów na maksimum.



Jednoczesne znajdowanie elementu 
minimalnego i maksymalnego

funcction min-max-value (out comparable A[n]) 
=> (comparable , comparable)
{

p := 0, q := n-1;
while p < q do
{

if Ap > Aq then Ap :=: Aq;
p++, q––;

}
x := min-value(A[0…q]); 
y := max-value(A[p…n-1]);
return (x, y);

}
 Złożoność czasowa (liczba porównań): 3n/2 porównań O(n)
 Złożoność pamięciowa: O(1)



Jednoczesne znajdowanie elementu 
minimalnego i maksymalnego

 Idea rozwiązania techniką dziel i zwyciężaj: 
wyznaczamy pary elementów minimalny i 
maksymalny dla pierwszej i dla drugiej połowy 
tablicy i na tej podstawie wyznaczamy parę 
elementów minimalny i maksymalny dla całej 
tablicy.



Jednoczesne znajdowanie elementu minimalnego i 
maksymalnego – dziel i zwyciężaj 

function min-max-value (out comparable A[n]) 
=> (comparable , comparable)
{

if n = 1 then return (A0, A0);
if n = 2 then

if A0 < A1 then return (A0, A1);
else return (A1, A0);

p := n/2;
(m1, M1) := min-max-value(A[0…p-1]);
(m2, M2) := min-max-value(A[p…n-1]);
return (min{m1, m2}, max{M1, M2});

}
 Złożoność czasowa (liczba porównań): O(n)
 Złożoność pamięciowa (głębokość rekurencji): O(log n)



Dolna granica na wybór elementu 
maksymalnego

 Można udowodnić, że każdy algorytm wyznaczający 
minimum w zbiorze n-elementowym wykona w 
najgorszym przypadku Ω(n) porównań a dokładniej n 
(dodwód: złośliwy adwersarz). 

 Można udowodnić, że każdy algorytm wyznaczający 
jednocześnie minimum i maksimum w zbiorze n-
elementowym wykona w najgorszym przypadku Ω(n) 
porównań a dokładniej 3n/2.



Sortowanie 

Problemy porządkowe



Problem sortowania 
 Dane: zbiór n wartości umieszczonych w tablicy 

A[0…n-1].

 Zadanie: należy tak poukładać dane w tablicy 
(dokonać permutacji), aby występowały w porządku 
niemalejącym, czyli A0  A1  …  An-1.

 Ograniczenia: elementy z tablicy możemy tylko 
porównywać i kopiować.

 Każdy algorytm sortujący wykorzystujący tylko 
porównania elementów wykona w najgorszym 
przypadku Ω(n  log n) porównań (dowód: drzewa 
decyzyjne).



Sortowanie bąbelkowe 
(ang. bubble sort) 
 Idea rozwiązania techniką redukcji: porównujemy po 

kolei sąsiednie pary elementów porządkując je 
jednocześnie; po napotkaniu elementu 
maksymalnego będzie on przepychany w kierunku 
końca tablicy; po takim cyklu element maksymalny 
znajdzie się na końcu tablicy, redukując rozmiar 
problemu o 1; takich cykli wystarczy więc wykonać 
n-1 aby cała tablica została posortowana.

 Zastosowanie: dla małych danych.

 Algorytm jest stabilny i działa w miejscu.



Sortowanie bąbelkowe 
(ang. bubble sort) 

procedure bubble-sort (out comparable A[n])

{

for k = n…2 do

for j = 1…k-1 do

if Aj-1 > Aj then Aj-1 :=: Aj;

}

 Złożoność czasowa: n(n-1)/2 porównań Θ(n2)

 Złożoność pamięciowa: O(1)



Sortowanie bąbelkowe – modyfikacje  

 Jeśli w cyklu przesiewania nie wykonano żadnej zamiany, 
to ciąg jest już posortowany (można przerwać algorytm).

 Jeśli ostatnia zamiana wykonana w cyklu przesiewania 
wystąpiła na pozycji j-1 i j-tej, to końcowe elementy od j 
włącznie są już na właściwych pozycjach.

 Można przesiewać raz w prawą stronę a potem w lewą 
stronę – sortowanie koktajlowe.



Sortowanie przez wstawianie 
(ang. insertion sort) 

 Idea rozwiązania techniką progresji: do posortowanego 
początkowego fragmentu tablicy wstawiam następny 
element przez porównania i zamiany  aż nie znajdzie się 
ona na odpowiedniej pozycji; zaczynamy od fragmentu 
jednoelementowego (pierwszy element w tablicy); po 
wykonaniu n-1 wstawień kolejnych elementów tablica 
będzie posortowana.

 Zastosowanie: do danych, które są częściowo 
uporządkowane albo prawie uporządkowane.

 Algorytm jest stabilny i działa w miejscu.



Sortowanie przez wstawianie 
(ang. insertion sort) 

proc insertion-sort (out comparable A[n])

{

for k = 2…n do

for j = k-1…1 do

if Aj-1 > Aj then Aj-1 :=: Aj;

else break;

}

 Złożoność czasowa: n(n-1)/2 porównań w najgorszym 
przypadku (dane są odwrotnie uporządkowane) czyli 
O(n2); n-1 porównań w najlepszym przypadku (dane są 
już uporządkowane) czyli Ω(n).

 Złożoność pamięciowa: O(1)



Sortowanie przez wybieranie 
(ang. selection sort)

 Idea rozwiązania techniką redukcji: znajdujemy pozycję 
elementu maksymalnego i przenosimy go na koniec 
tablicy poprzez zamianę, redukując w ten sposób rozmiar 
problemu o 1; takich czynności wystarczy więc wykonać 
n-1 aby cała tablica została posortowana.

 Zastosowanie: dla danych, które są duże (ich kopiowanie 
jest czasochłonne), ponieważ w trakcie działania 
algorytmu wykonamy co najwyżej n-1 zamian 
elementów.

 Algorytm nie jest stabilny ale działa w miejscu.



Sortowanie przez wybieranie 
(ang. selection sort) 

procedure selection-sort (out comparable A[n])

{

for k = n…2 do

{

p := max-position(A[0…k-1]);

if p ≠ k-1 then Ap :=: Ak-1;

}

}

 Złożoność czasowa: n(n-1)/2 porównań Θ(n2)

 Złożoność pamięciowa: O(1)



Scalanie i sortowanie przez scalanie 

Problemy porządkowe



Scalanie posortowanych ciągów
 Dane: dwa posortowane ciągi umieszczone w tablicach 

A[0…n-1] i B[0…m-1] (dane są uporządkowane, czyli A0  A1

 …  An-1 oraz B0  B1  …  Bm-1 ).

 Zadanie: Mamy połączyć dane z obu ciągów w taki sposób, 
aby dane te były ostatecznie uporządkowane.

 Ograniczenia: elementy z tablicy możemy tylko 
porównywać i kopiować.

 Inne warianty tego problemu:

 liczba ciągów do scalenia może być większa niż 2,

 dwa ciągi do scalenia są umieszczone w jednej tablicy jeden 
za drugim.



Scalanie posortowanych ciągów
 Spostrzeżenie: minimum spośród pierwszych 

elementów obu ciągów min(A0,B0) jest elementem 
minimalnym całego zbioru danych.

 Idea algorytmu: wyznaczamy minimum z obu ciągów i 
przenosimy go do tablicy wynikowej; proces ten 
powtarzamy dopóki nie wyczerpią się dane.



Scalanie posortowanych ciągów 
function merge (comparable A[n], comparable B[m]) => 

comparable[n+m]

{

comparable C[n+m];

i := 0, j:= 0;

while i < n and j < m do

if Ai ≤ Bj then { Ci+j := Ai; i++; }

else { Ci+j := Bj; j++; }

while i < n do { Ci+j := Ai; i++; }

while j <  m do { Ci+j := Bj; j++; }

return C;

}



Scalanie posortowanych ciągów
 Algorytm scalania jest iteracyjny.

 Złożoność algorytmu scalania:
 złożoność pamięciowa O(n+m) – 2 komórki pamięci + tablica 

na wynik.

 złożoność czasowa O(n+m) – liczba przepisań elementów do 
tablicy wynikowej.

 Algorytm scalania jest stabilny.

 Inne wersje danych do tego algorytmu:
 dane znajdują się w jednej tablicy i wynik też ma się tam 

znaleźć;

 procedura scalająca ma podany przez parametr bufor do 
scalania wyników.



Sortowanie przez scalanie 

 Idea: dziele dane wejściowe na dwa rozłączne 
równoliczne podzbiory (z dokładnością do 1), 
następnie sortuję każdy z tych podzbiorów i za 
pomocą scalania łączę wyniki w jeden posortowany 
ciąg.



Sortowanie przez scalanie 
(ang. merge sort) 

procedure merge-sort (out comparable A[n])
{

// if n jest małe np. <5 then { insertion-sort(A); return; }
if n = 1 then return;
m := n/2;
merge-sort(A[0…m-1]);
merge-sort(A[m…n-1]);
C := merge(A[0…m-1], A[m…n-1]);
A := C;

}



Sortowanie przez scalanie 
 Sortowanie przez scalanie korzysta z techniki dziel i 

zwyciężaj.
 Algorytm ten jest stabilny, ponieważ korzysta ze stabilnego 

scalania.
 Algorytm ten nie działa w miejscu, gdyż korzysta z 

rekurencji i używa tablic pomocniczych do scalania.
 Złożoność algorytmu sortowania przez scalanie:

 złożoność pamięciowa O(n) – na każdym poziomie rekurencji 
używamy tablic pomocniczych do umieszczenia wyniku 
scalania;

 złożoność czasowa O(n ∙ log n) – wynika z zależności 
rekurencyjnej:
T(n) = 2 T(n/2) + O(n)

 Algorytm jest optymalny czasowo!



Podział i sortowanie szybkie (przez podział) 

Problemy porządkowe



Podział danych w ciągu 
 Dane: nieuporządkowany ciąg umieszczony w tablicy 

A[0…n-1] oraz wartość p zwana piwotem (ang. pivot – oś) 
albo elementem dzielącym.

 Zadanie: Mamy podzielić dane w ciągu na elementy p i p
w taki sposób, aby elementy mniejsze od piwota znalazły 
się na początku tablicy a elementy większe na końcu.

 Ograniczenia: elementy z tablicy możemy tylko 
porównywać i kopiować.

 Szczególne wersja tego problemu: 
 element dzielący jest jednym z elementów tablicy (wiemy 

którym) i po podziale piwot jest umieszczany na granicy 
podziału;

 wartości elementów w tablicy często się powtarzają i należy 
dokonać trójpodziału czyli podzielić elementy na wartości <p, 
=p i >p, przy czym wartości równe piwotowi umieszczamy 
pośrodku.



Podział danych w ciągu 
 Idea algorytmu Lomuta: 

jeśli dokonaliśmy podziału n-1 elementów w tablicy i 
elementy >p zaczynają się od pozycji k, n-ty element 
możemy prosto dołączyć do rozwiązania pozostawiając 
go na tej samej pozycji gdy jest >p albo zamieniając z 
k-tym elementem gdy jest p.



Podział danych w ciągu 

function Lomuto-partition (out comparable A[n], comparable p) 
=> integer

{
g := 0;
for i = 0…n-1 do 

if Ai < p then { Ag :=: Ai; g++; }
return g;

}
 W algorytmie Lomuta elementem dzielącym może być 

dowolna wartość.



Podział danych w ciągu 

 Idea algorytmu Sedgewicka: 
szukamy od początku tablicy elementu >p i od końca 
tablicy elementu <p, następnie zamieniamy te 
elementy miejscami; po tej operacji problem redukuje 
się do elementów umieszczonych pomiędzy tymi 
zamienionymi.



Podział danych w ciągu – rekurencyjny 
algorytm Sedgewicka

function Sedgewick-partition (out comparable A[n], comparable p) 
=> integer

{
if n0 then return 0;
b := 0;
while b<n and Ab<p do b++;
if b=n then return n;
e := n-1;
while e0 and Aep do e--;
if e<b then return b;
Ab :=: Ae;
k := Sedgewick-partition(A[b+1…e-1], p);
return b+1+k;

}



Podział danych w ciągu – iteracyjny 
algorytm Sedgewicka

function partition-Sedgewick (out comparable A[n], comparable p) 
=> integer

{

b := 0;

while b<n and Ab<p do b++;

if b=n then return n;

e := n-1;

while e0 and Aep do e--;

if e<b then return b;

do {

Ab :=: Ae;

do b++; while Ab<p;

do e--; while Aep;

} while b<e;

return b;

}



Podział danych w ciągu 
 Algorytm podziału Lomuta jest iteracyjny.

 Algorytm podziału Sedgewicka jest iteracyjny (można 
go też zaprogramować rekurencyjnie).

 Złożoność algorytmu Lomuta i Sedgewicka w wersji 
iteracyjnej:

 złożoność pamięciowa: O(1)

 złożoność czasowa (liczba porównań): O(n)

 Algorytm Sedgewicka wykonuje minimalną liczbę 
zamian elementów.

 Algorytmy te nie są stabilne.



Sortowanie szybkie (przez podział) 

 Idea: dokonuję się podziału tablicy względem 
losowo wybranego elementu (podział musi być 
nietrywialny), następnie sortuje się rekurencyjnie 
część z elementami mniejszymi od piwota i potem z 
elementami większymi od piwota.

 Wskazówka: procedurę podziału można tak 
zmodyfikować aby w punkcie podziału znalazł się 
piwot, który jest jednym z elementów zbioru.

 Uwaga: losowy wybór piwota spośród danych w 
tablicy gwarantuje nam uniknięcie złych danych.



Sortowanie szybkie (przez podział) 

function qiuck-sort (out comparable A[n])

{

if n jest małe then insertion-sort(A);

i := losowa wartość ze zbioru {0,…,n-1};

p := Ai;

m := partition(A, p); // na pozycji m-tej jest piwot

qiuck-sort(A[0…m-1]);

qiuck-sort(A[m+1…n-1]);

}



Sortowanie szybkie (przez podział) 
 Sortowanie przez podział korzysta z techniki dziel i 

zwyciężaj.

 Algorytm ten nie jest stabilny, gdyż korzysta z niestabilnego 
podziału danych.

 Algorytm ten nie działa w miejscu, gdyż korzysta z 
rekurencji.

 Złożoność algorytmu sortowania przez podział:

 złożoność pamięciowa O(n) w najgorszym przypadku i O(log n) 
w oczekiwanym przypadku – głębokość rekurencji;

 złożoność czasowa O(n2) w najgorszym przypadku i O(n ∙ log n) 
w oczekiwanym przypadku – wynika z zależności rekurencyjnej:
T(n) = T(k) + T(n-k) + O(n)



Wyszukiwanie binarne 

Problemy porządkowe



Wyszukiwanie binarne
 Dane: zbiór n wartości umieszczonych w tablicy 

A[0…n-1] w sposób uporządkowany (dane są 
posortowane, czyli A0  A1  …  An-1) oraz wartość x.

 Zadanie: chcemy wiedzieć czy x występuje w tablicy A.

 Ograniczenia: elementy w tablicy możemy tylko 
porównywać ze sobą i z wartością x.

 Inne wersje tego zadania:
 podawanie pozycji znalezionego elementu;
 podanie ile jest elementów <x lub ≤x;
 jeśli wartości x nie ma w tablicy, to jaka jest najbliższa 

wartość do x?



Wyszukiwanie binarne 
 Analogia do szukania słowa w słowniku.

 Idea rozwiązania: patrzymy na element środkowy i 
porównujemy go z wartością x – jeśli x< od tego 
elementu to dalsze poszukiwania zawężamy do 
pierwszej części zbioru, jeśli x> od tego elementu to 
dalsze poszukiwania zawężamy do drugiej części 
zbioru a w przypadku gdy x= elementowi środkowemu 
to znaleźliśmy szukaną wartość.



Wyszukiwanie binarne – wersja 
rekurencyjna 

function binary-search (out comparable A[n], comparable x) 
=> boolean

{
if n = 0 then return false;
if n = 1 then return A0 = x;
m := n/2;
if x < Am then return binary-search(A[0…m-1], x);
if Am < x then return binary-search(A[m+1…n-1], x);
return true;

}



Wyszukiwanie binarne – wersja 
iteracyjna 

function binary-search (out comparable A[n], comparable x) 
=> boolean

{
a := 0, b := n-1;
while a  b do
{

m := (a+b)/2;
if x < Am then b := m-1;
else if Am < x then a := m+1;
else return true;

}
return false;

}



Wyszukiwanie binarne 
 Złożoność algorytmu rekurencyjnego:

 złożoność pamięciowa – głębokość wywołań 
rekurencyjnych O(log n) – rozmiar danych w każdym 
wywołaniu zmniejsza się dwukrotnie;

 złożoność czasowa O(log n) – głębokość rekurencji.

 Złożoność algorytmu iteracyjnego:

 złożoność pamięciowa O(1) – kilka komórek pamięci;

 złożoność czasowa O(log n) – liczba iteracji.

 Technika redukcji.



Wyszukiwanie k-tego co do wielkości 
elementu 

Problemy porządkowe



Wyszukiwanie k-tego elementu

 Dane: nieuporządkowany ciąg umieszczony w tablicy 
A[0…n-1] oraz wartość k z zakresu od 0 do n-1.

 Zadanie: Mamy wyznaczyć k-tą co do wielkości 
wartość w tej tablicy, czyli taką wartość x z tablicy A, 
że po posortowaniu elementów tablicy na pozycji k-tej 
znajdzie się element o wartości x (w tablicy tej istnieje 
k elementów <x gdy elementy te są parami różne).

 Ograniczenia: elementy z tablicy możemy tylko 
porównywać i kopiować.

 Szczególne przypadki:
 minimum/maksimum,
 mediana.



Wyszukiwanie k-tego elementu
– algorytm Hoare’a

 Idea algorytmu Hoare’a (1961): po dokonaniu podziału 
danych względem losowo wybranej wartości z tablicy, 
k-ty co do wielkości element będzie się znajdował 
tylko w jednej z części po podziale.



Wyszukiwanie k-tego elementu
– algorytm Hoare’a

function kth-element (out comparable A[n], integer k) => 
comparable

{

if k=0 then { m := find-min-pos(A); A0 :=: Am; return A0; }

if k=n-1 then { m := find-max-pos(A); Am :=: An-1; return An-1; }

i := losowa wartość ze zbioru {0,…,n-1};

p := Ai;

m := partition(A, p); // na m-tej pozycji znajduje się p

if k < m then return kth-element(A[0…m-1], k);

else if m < k then return kth-element(A[m+1…n-1], k-m-1);

else return p;

}



Wyszukiwanie k-tego elementu
– algorytm Hoare’a

 Wyszukiwanie k-tego co do wielkości elementu korzysta 
z techniki redukcji.

 Algorytm ten nie jest stabilny, gdyż korzysta z 
niestabilnego podziału danych.

 Algorytm ten nie działa w miejscu, gdyż jest 
rekurencyjny.

 Efektem ubocznym algorytmu Hoare’a jest podział 
danych w tablicy na elementy mniejsze od k-tej wartości 
(po lewej stronie) i elementy większe (po prawej 
stronie).

 Złożoność algorytmu wyszukiwania k-tego co do 
wielkości elementu z wykorzystaniem podziału:
 złożoność pamięciowa O(n) w najgorszym przypadku i 

O(log n) w oczekiwanym przypadku – głębokość rekurencji;
 złożoność czasowa O(n2) w najgorszym przypadku i O(n) w 

przypadku oczekiwanym.



Wyszukiwanie k-tego elementu
– algorytm magicznych piątek
 Algorytm magicznych piątek Bluma-Floyda-Pratta-Rivesta-

Tarjana (1973) wyszukiwania k-tego elementu działa w 
czasie O(n) dla danych rozmiaru n.

 Algorytm ten korzysta z techniki dziel i zwyciężaj.

 Idea algorytmu magicznych piątek:
 dzielimy dane na grupy 5-elementowe i w każdej grupie 

wyznaczamy medianę;

 rekurencyjnie wyznaczamy medianę grup 5-elementowych i 
według tej mediany dokonujemy podziału;

 dokonujemy podziału wg mediany median i odrzucany co 
najmniej 0,3∙n danych (redukcja problemu);

 dalsze postępowanie jest rekurencyjne.



Wyszukiwanie k-tego elementu
– algorytm magicznych piątek

function kth-element (out comparable A[n], integer k) => 
comparable

{
if k=0 then { m := find-min-pos(A); A0 :=: Am; return A0; }
if k=n-1 then { m := find-max-pos(A); Am :=: An-1; return An-1; }
if n ≤ 10 then { insert-sort(A); return Ak; }
posortuj 5-elementowe fragmenty ciągu A[0…4], A[5…9], …;
M := {A2, A7, A12,…}; // mediany
p := kth-element(M, n/10); // mediana madian
m := partition(A, p); // na m-tej pozycji znajduje się p
if k < m then return kth-element(A[0…m-1], k);
else if m < k then return kth-element(A[m+1…n-1], k-m-1);
else return p;

}



Sortowanie w czasie liniowym

Problemy porządkowe



Sortowanie przez zliczanie 
(ang. counting sort)

 Dane w tym algorytmie to liczby całkowite z małego k-
elementowego przedziału (bez straty ogólności można 
założyć, że liczby te pochodzą ze zbioru {0, 1, …, k-1}).

 W algorytmie wykorzystujemy informacje o wartościach 
elementów (a nie tylko porównujemy je między sobą).



Sortowanie przez zliczanie 
(ang. counting sort)

 Idea rozwiązania prostego: tworzymy tablicę liczników 
wystąpień poszczególnych elementów; zerujemy te liczniki; 
następnie przeglądamy zawartość tablicy z danymi i dla 
każdego elementu zwiększamy licznik związany z jego 
wartością; na koniec wypisujemy po kolei taką liczbę 
wartości jaka jest zarejestrowana w licznikach.

 Złożoność czasowa: O(n + k) – każdy z n elementów raz 
odczytujemy, n razy zwiększmy licznik, n razy wypisujemy 
każdy element oraz każdy z k liczników należy na początku 
wyzerować a potem przeglądnąć.

 Złożoność pamięciowa: O(k) – tyle mamy liczników.

 Zastosowanie: dla liczb całkowitych z wąskiego przedziału.



Sortowanie przez zliczanie 
(ang. counting sort)

procedure simple-counting-sort (out integer A[n])
{

integer C[k];
for j = 0…k-1 do Cj := 0; // zerowanie liczników
for i = 0…n-1 do C[Ai]++; // zliczanie wystąpień
i := 0; // zapisanie danych do tablicy wynikowej
for j = 0…k-1 do

while Cj > 0 do
{

Ai := j;
i++;
Cj--;

}
}



Sortowanie przez zliczanie 
(ang. counting sort)

 Idea rozwiązania: tworzymy tablicę kolejek wystąpień 
poszczególnych elementów i inicjalizujemy te kolejki (na 
początku każda kolejka jest pusta); następnie przeglądamy 
zawartość tablicy z danymi i każdy element umieszczamy w 
kolejce indeksowanej polem kluczowym tego elementu; na 
koniec przenosimy my po kolei wszystkie elementy z kolejek do 
tablicy z danymi.

 Złożoność czasowa: O(n + k) – każdy z n elementów raz 
odczytujemy, n razy zwiększmy licznik, n razy wypisujemy każdy 
element oraz każdy z k liczników należy na początku wyzerować 
a potem przeglądnąć.

 Złożoność pamięciowa: O(n + k) – mamy k kolejek i w sumie n 
elementów w tych kolejkach.

 Zastosowanie: dla danych z polami kluczowymi będącymi 
liczbami całkowitymi z wąskiego przedziału.

 Algorytm jest stabilny ale nie działa w miejscu.



Sortowanie przez zliczanie 
(ang. counting sort)

procedure counting-sort (out object A[n])
{

queue C[k];
for j = 0…k-1 do Cj := ;
for i = 0…n-1 do C[Ai.key].enqueue(Ai);
i := 0;
for j = 0…k-1 do

while not Cj.empty() do
{

Ai := Cj.dequeue();
i++;

}
}



Sortowanie kubełkowe
(ang. bucket sort)

 Dane w tym algorytmie to liczby rzeczywiste z małego 
przedziału (bez straty ogólności można założyć, że 
liczby te pochodzą z przedziału [0, 1)); rozkład 
prawdopodobieństwa wystąpień elementów jest 
jednostajny.

 W algorytmie wykorzystujemy informacje o 
wartościach elementów (a nie tylko porównujemy je 
między sobą).



Sortowanie kubełkowe
(ang. bucket sort)

 Idea rozwiązania: tworzymy tablicę n kubełków B0, …, Bn-1, 
takich że w i-tym kubełku Bi będziemy zbierać dane z 
zakresu [n/i, n/(i+1)); następnie dane w kubełkach 
sortujemy (na przykład za pomocą sortowania przez 
wstawianie); na koniec łączymy dane z kubełków.

 Złożoność czasowa: oczekiwana O(n) – każdy z n kubełków 
będzie zawierał stałą liczbę elementów w średnim 
przypadku.

 Złożoność pamięciowa: O(n) – tyle mamy kubełków.

 Zastosowanie: dla liczb rzeczywistych z wąskiego 
przedziału.



Sortowanie kubełkowe
(ang. bucket sort)

procedure bucket-sort (out object A[n])
{

queue B[n];
for j = 0…n-1 do Bj := ;
for i = 0…n-1 do B[floor(Ai.key∙n)].enqueue(Ai);
for j = 0…n-1 do insert-sort(Bj);
i := 0;
for j = 0…n-1 do

while not Bj.empty() do
{

Ai := Bj.dequeue();
i++;

}
}


