/rownowazone drzewa BST




Drzewo BST

Drzewo binarnych poszukiwan (ang.
binary search tree), w skrocie BST, to
drzewo binarne, w ktorym
przechowujemy elementy z pewnego
uniwersum z porzadkiem liniowym i w
drzewie tym jest zachowany porzadek
symetryczny.

W drzewie binarnym jest zachowany
porzadek symetryczny, gdy elementy
mniejsze od korzenia znajdujg sie w
lewym poddrzewie, elementy wieksze
od korzenia w prawym poddrzewie
oraz w lewym i w prawym poddrzewie
tez jest zachowany porzadek
symetryczny.

Liczba réznych n-elementowych drzew
BST wynosi C, = (?") / (n+1), czyli n-ta
liczba Catalana.




Rotacje w drzewie BST

Rotacja w lewo

Rotacja w prawo

W dowolnym wewnetrznym wezle drzewa BST mozna
zrobic rotacje (w lewo albo w prawo) i nie zostanie
zniszczony porzgdek symetryczny w tym drzewie.

Prawa rotacja >

o e Lewa rotacja







Drzewa AVL

Drzewo AVL to opracowane przez Adelsona-Velskiego
oraz Landisa w 1962 roku drzewo BST, w ktorym kazdy
wezet ma dodatkowy atrybut: balans (2 bity na
zaprezentowanie wartosci -1, 0 lub 1).

Warunek zrownowazenia w drzewie AVL: w kazdym
wezle drzewa AVL wysokosc lewego i prawego
poddrzewa rdézni sie co najwyzej o jeden (w prostszej
implementacji w weztach takiego drzewa jest pamietana
wysokos¢ poddrzewa zakorzenionego w danym wezle).

Taka definicja zrownowazenia gwarantuje, ze wysokos¢
n-elementowego drzewa AVL wynosi O(log n).




Drzewa AVL

Mozna udowodnic, ze n-elementowe drzewo AVL ma
wysokos¢ < 1.4405 - log,(n+1), przez co elementarne
operacje stownikowe bedg wykonywac sie w czasie
O(log n).




Drzewa AVL

Jaka jest minimalna i maksymalna liczba weztéw w drzewie
AVL o wysokosci h?

Maksymalna liczba weztow w drzewie AVL o wysokosci h
wynosi 2"-1 (drzewo petne o wysokosci h).

Drzewo AVL o wysokosci h i minimalnej liczbie weztow
sktada sie z korzenia, jednego poddrzewa o minimalnej
liczbie weztow o wysokosci h-1 i drugiego poddrzewa o
minimalnej liczbie weztow o wysokosci h-2.

Liczba M, weztow w minimalnym drzewie AVL o wysokosci
h wynosi: 0 dla drzewa pustego, 1 dla drzewa z jednym
weztem oraz M, ; + 1 + M, , w drzewie o wysokosci h>1.
Mozna indukcyjnie udowodni¢, ze M, = F, ,, — 1 (F, to liczby
Fibonacciego).

Wiec h =log;,ys5, h + O(1).




Drzewa AVL

Drzewo AVL jest drzewem zrownowazonym, ktorego
wysokos¢ jest rzedu ©O(log n), gdzie n to liczba weztéw w
catym drzewie.

Zrownowazenie drzewa osigga sie, przypisujac kazdemu
weztowi wspotczynnik wywazenia, ktory jest rowny roznicy
wysokosci lewego i prawego poddrzewa. Moze wynosic O,
+1 lub -1.

Wstawiajac lub usuwajgc elementy drzewa (tak, by
zachowad wtasnosci drzewa BST), modyfikuje sie tez
wspotczynnik wywazenia, a gdy przyjmie on niedozwolong
wartosc, wykonuje specjalng operacje rotacji weztow, ktora
przywraca zrownowazenie.




Drzewa AVL — wyszukiwanie

Wyszukiwanie w drzewie AVL jest wykonywane tak
samo jak w niezrownowazonym drzewie BST dzieki
serii porownan wartosci wyszukiwanej z
wierzchotkami, poczynajgc od korzenia.

Wynik porownania oraz istnienie poddrzew pozwala
stwierdzic, czy element szukany jest wierzchotkiem,
znajduje sie w lewym badz prawym poddrzewie, czy
tez nie nalezy do drzewa. Zachowanie struktury AVL
pozwala jednak na redukcje pesymistycznego czasu
wyszukiwania do O(lg n).

Operacja wyszukiwania nie modyfikuje struktury
drzewa, wiec nigdy nie pocigga wywazania drzewa
(rotacji weztow).




Drzewa AVL — wstawianie

Wstawianie do drzewa AVL moze odbywac sie tak, jak gdyby
byto ono zwyczajnym drzewem poszukiwan binarnych,
nastepnie zas sg odtwarzane kroki w kierunku korzenia i
wykonywane aktualizacje wywazen weztow.

Zmiana wartosci wspotczynnika wywazenia na 0 oznacza, iz
wysokos¢ poddrzewa nie zostata zmieniona. Operacja
wstawiania jest wowczas zakonczona.

Zmiana wspotczynnika wywazenia na 1 lub -1 oznacza, iz
poddrzewo, ktérego korzeniem jest rozwazany wierzchotek,
zachowato wtasnosc drzewa AVL, lecz jego wysokosc ulegta
zwiekszeniu. Informacja o tym przekazywana jest do ojca
tego wezta.

Jesli wspotczynnik zostat zmieniony na 2 lub -2, to drzewo
stracito wtasnosc¢ AVL. Aby jg przywrocic, potrzebna jest
rotacja. Maksymalnie bedg potrzebne dwie rotacje, po
ktorych nie ma potrzeby wykonywania dalszych aktualizacji.




Drzewa AVL — usuwanie

Jesli usuwany wezet jest lisciem, zostaje usuniety. Jesli nie jest lisciem,
musi zostac zastgpiony najwiekszym elementem z jego lewego
poddrzewa lub najmniejszym z jego prawego poddrzewa.

Wyszukany najwiekszy lub najmniejszy element ma co najwyzej jedno
dziecko, ktore zostaje teraz dzieckiem rodzica wyszukanego elementu.
Po jego usunieciu odtwarzana jest Sciezka od rodzica wyszukanego
elementu do korzenia, zas wspotczynniki wywazenia sg aktualizowane.

Odtwarzanie moze by¢ zatrzymane, jesli wspdtczynnik wywazenia
zostaje zmieniony na -1 lub 1, oznacza to bowiem, iz wysokos¢
poddrzewa pozostaje niezmieniona.

Zmiana wspotczynnika wywazenia na 0 oznacza zmniejszenie wysokosci
poddrzewa, aktualizowanie wspotczynnikdw musi by¢ kontynuowane.

Jesli wspotczynnik zostanie zmieniony na -2 lub 2, to wykonywana jest
rotacja w celu przywrocenia struktury AVL. W przeciwienstwie do
operacji wstawiania wystgpienie rotacji nie musi oznaczac, iz drzewo
zostato wywazone. W pesymistycznym przypadku rotacje bedga
wykonywane az do korzenia drzewa.







Drzewa R-B (czerwono-czarne)

Drzewo czerwono-czarne (ang. red-black tree), lub
krotko drzewo RB, to opracowane przez Rudolfa Bayera
w 1972 roku drzewo BST, w ktorym kazdy wezet ma
dodatkowy atrybut: kolor (1 bit na zaprezentowanie
koloru czarnego albo czerwonego).

Warunek zrownowazenia w drzewie RB: w kazdym
wezle drzewa RB sciezka do dowolnego wskaznika
pustego w poddrzewie zaczepionym w tym wezle
przechodzi przez tyle samo weztow czarnych, a wezty
czerwone nigdy ze sobg nie sgsiaduja.

Taka definicja zrbwnowazenia gwarantuje, ze wysokosc
n-elementowego drzewa RB wynosi O(log n).




Drzewo R-B (czerwono-czarne)

Drzewo RB jest drzewem zrownowazonym, ktorego
wysokos¢ jest rzedu O(log n), gdzie n to liczba weztéw w
catym drzewie.

Zrownowazenie drzewa RB osigga sie dzieki przestrzeganiu
nastepujgcych regut:
kazdy wezet jest czerwony lub czarny;
korzen zawsze jest czarny;
kazdy iS¢ jest czarny (traktujemy wszystkie wskazniki puste
null jako liscie);
jesli wezet jest czerwony, to jego synowie muszg by¢ czarni;
kazda sSciezka z korzenia do liscia zawiera tyle samo czarnych
weztow.
Wstawiajgc elementy do lub usuwajac z drzewa RB (tak, by
zachowac wtasnosci drzewa BST), wykonuje sie operacje
rotacji weztow i przekolorowywania, aby przywrocic
wszystkie wtasnosci drzewa RB (zrownowazenie).




Drzewo R-B (czerwono-czarne)

Warunki narzucone na drzewa czerwono-czarne
gwarantujg, ze najdtuzsza Sciezka od korzenia do liscia
bedzie co najwyzej dwukrotnie dtuzsza, niz najkrotsza
— wyhnika to wprost z ostatniej wiasnosci.

Mozna udowodni¢, ze n-elementowe drzewo
czerwono-czarne ma wysokosc < 2:-log,(n+1), przez co
elementarne operacje stownikowe beda wykonywac
sie w czasie O(log n).




Drzewo R-B (czerwono-czarne)

Mozna udowodnic, ze n-elementowe drzewo
czerwono-czarne ma wysokosc¢ < 2-log,(n+1), przez co
elementarne operacje stownikowe beda wykonywac
sie w czasie O(log n).




