Problem Procrustesa z macierzami sub-Stiefel
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Klasyczny ortogonalny problem Procrustesa polega na wyznaczeniu macie-
rzy ortogonalnej @, dla ktdrej jest osiagniete minimum (zob. [4], [5])

min{[|A — BQ||lr : @"Q = I}, (1)

gdzie A, B € C™*™ sg dane, || - || jest norma Frobeniusa. Problem ten
odgrywa wazna role w statystyce. Szukana macierz ortogonalna () prze-
ksztalca macierz prostokatna B w macierz prostokatna A. Macierze A i
B reprezentuja zbiory danych eksperymentalnych. Celem jest stwierdzenie,
czy te zbiory sa réwnowazne z dokladnoécia do przeksztalcen ortogonal-
nych @ (rotations). Rozwigzaniem ortogonalnego problemu Procrustesa jest
macierz bedaca czynnikiem unitarnym z rozkladu biegunowego macierzy
C = B*A (zob. na przyklad [5, str. 198]). To rozwiazanie jest jednoznacz-
ne, jesli macierz C' jest nieosobliwa. Waznym przypadkiem ortogonalnego
problemu Procrustesa jest nastepujace zadanie (zob. [5, str. 198]):

min{[| 4 - BQl|r : Q*Q = I,det(Q) = 1},

w ktérym rozpatruje sie tylko tzw. “pure rotations”.

Zamiast problemu (1) rozwaza si¢ problem, w ktérym macierze A €
Cm™m i B € C™*P p > n, sy prostokatne o roznej liczbie kolumn, a
macierz () jest macierza prostokatna o ortonormalnych kolumnach, @ €
CP*™ Q*Q = I (zob. [2]). Takie macierze @) nazywamy macierzami Stiefela,
a problem (1) z takimi macierzami ) nazywamy niezbalansowanym pro-
blemem Procrustesa z macierzami Stiefela (unbalanced Stiefel Procrustes
problem). Rozwiazanie tego problemu nie jest okre$lone jakim§ wzorem, a
iteracyjne metody jego wyznaczania nie maja gwarantowanej zbieznosci do
rozwiazania w ogélnym przypadku (zob. [6]).

Celem referatu jest prezentacja zawartych w [1] wynikéw dla problemu
Procrustesa, w ktérym macierze A i B sa rzeczywiste i kwadratowe stopnia
n, a macierz () powstaje z macierzy ortogonalnej przez skrelenie ostatnie-
go wiersza i ostatniej kolumny. Takie macierze nazywamy macierzami sub-
Stiefel. Ten wariant problemu Procrustesa pojawil si¢ m.in. w [3] dla n = 2.
W [1] badamy wlasnosci rozwiazania problemu (1) z sub-Stiefel macierzami
Q dla dowolnego stopnia n oraz proponujemy iteracyjny algorytm jego wy-
znaczania. Tak jak w przypadku niezbalansowanego problemu Procrustesa
zbieznos$¢ do rozwiazania nie jest gwarantowana w ogélnym przypadku.
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