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Abstract. This paper presents basics of lambda calculus as a simple pro-
gramming language accessible for students of primary and secondary
schools. It contains theoretical remarks and examples of computations, pro-
grams and syntax extensions. It discusses also decisions to be made when
introducing the calculus to beginners.

1. Wstep

Za poczatek historii rachunku lambda mozna uznac rok 1932, w ktérym Alonzo
Church opublikowat pierwsza, prace, w ktorej rachunek ten zostat wykorzystany [1].
Niedtugo péZniej okazat sie on by¢ modelem obliczeri réwnowaznym maszynie Tu-
ringa, a w badaniach nad jezykami programowania wykorzystywany jest do dzi$
jako jezyk bazowy.

Celem niniejszej pracy jest przedstawienie rachunku lambda jako prostego jezy-
ka programowania dostepnego dla uczniow szkét podstawowych i Srednich. Pre-
zentacja jest bardzo bliska formie, w jakiej rachunek lambda byt przedstawiany
uczestnikom eliminacji do konkursu KOMA w 2018 roku [4]. Zostata ona uzupetnio-
na o terminologie i wiasnosci teoretyczne opisane w literaturze [2] oraz dalsze przy-
ktady programistyczne [3]. Zawiera takze uwagi dotyczace réznych mozliwych form,
w jakich mozna prezentowac rachunek poczatkujacym. Systemy typdw dla rachun-
ku lambda, ktére moga, utatwia¢ myslenie o nim, zostaty jednak pominiete w celu
podkreslenia jego prostoty i samodzielnosci jako systemu obliczen.

2. Notacja i redukcja

Dziatanie rachunku lambda opiera sie na pojeciu funkcji jako czegos, czego
warto$¢ mozna obliczy¢ dla konkretnej danej. Nastepujaca sktadnia pozwala zapi-
sywac funkcje zadane wzorem bez koniecznosci nazywania ich:
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nazwa: lambda parametr| kropka wzorl,przepis”
zapis: A X . (x+3)-2
czytanie: | funkcija, ktdra przyjmuje iks i zwraca | iks plus trzy razy dwa

Tabela 1 Skfadnia funkcji lambda

Pozostaje przyja¢ sktadnie oznaczajaca wartos¢ funkciji f dla argumentu x. Na
lekcjach matematyki jest to zapis f(x). W tej pracy przyjmiemy notacje f<x, dzieki
czemu pdZniej bedziemy mogli zapisywaé x»f, kiedy wygodniej bedzie podaé naj-
pierw argument, a nastepnie funkcje. W Srodowisku naukowym zwigzanym z ra-
chunkiem lambda zwykle pomija sie symbol aplikacji zapisujac jedynie f x, ale taki
zapis moze by nieintuicyjny dla poczatkujacych.

Mozemy w ten sposdb zapisaé przyktadowe obliczenia:
(M. (x+3)-2)b5=(5+3)-2=8-2=16
(M AL Xt x+Y)<3A4=(N\.3+3+y)4=3+3+4=10
M. x+y)<3=3+y
(M. 5)<2=5
(M AL XtX+Y)<3
Rysunek 1 Schemat podstawiania argumentu do wzoru funkcji

Uproszczenie wyrazenia polegajace na postawieniu argumentu do wzoru funk-
cji, tak jak powyzej, nazywa sie B-redukcjg. Bedzie to jedyna operacja nazywana re-
dukcja w tej pracy. Zgodnie ze schematem procedura redukciji jest nastepujaca:
przepisa¢ wzor funkcji (podkreslony na schemacie) zastepujac kazde wystapienie
parametru (na schemacie ,x") argumentem (na schemacie ,3").

Dziatanie aplikacji funkcji do argumentu nie jest taczne, nalezy wiec zwracac
uwage na kolejnos¢ wykonywania dziatan:

(xy)z # x«(y)

X<z

(X) £ ZoyeX

X<z
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Wzdr funkciji obejmuje wyrazenia najdalej, jak to mozliwe:
Moxax = M. (xax) Z (MW X)X

Popularnym skrétem notacyjnym jest skracanie ciagéw lambd. Przyktadowo za-
pis . Ay. Az. P” mogtby by¢ skrécony do postaci ,\xyz. P". Jednak w tej pracy ten
skrdt nie bedzie stosowany.

Miodszym uczniom mozna przedstawi¢ funkcje jako pudetka przeksztatcajace
argument na wartos¢:

1 > [dodaj 3iprzemndz przez2] - (
5 > [dodaj 3iprzemnéz przez2] - (
X > [dodaj 3iprzemnoz przez2] - (x+3)-
X > | M. (x+3)-2 ] - (x+3):

3. Postaé normalna
Argumentami funkcji moga, by¢ takze inne funkcje. Przyktadowo:
(M. x<ax)<Ay. y = (\Y. y)<N. Yy =Ny Yy
(M. Az, X)<(Aw. w)<(Ax. Ay. V) = (Az. Aw. w)<(M. Ay. y) = Aw. w
(A AY. yaX)<3<M. X+ 4 = (Ay. y<3)aAX. X+ 4= (M. X +4)<3=3+4=7
Mozna takze redukowac zagniezdzone wyrazenia:
(M. x)a2) + ((Ny. y)8) =2+ ((Ny. y)<B) =2 +5=7
(M. Xx)<2) + ((\y. y)<B) = (M. x)<2) +5=2+5=7

Wyrazenie postaci ,(A_. _ )< " mozna uprosci¢ w jednym kroku redukcji. Takie
wyrazenia nazywane sa, redeksami (ang. reducible expression). Wyrazenia, w kt6-
rych nie ma zadnych redeksow, nazywamy postaciami normalnymi. W powyzszych
pieciu przyktadach wyrazenia zostaly doliczone do postaci normalnej.

Zupetno$¢ rachunku lambda jako jezyka programowania pociaga za soba, ko-
niecznosé wyrazania rdwniez nieskoriczonych obliczen. Przyjmijmy dwie standardo-
we definicje:

W = AX. XX Q= WWw
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Wyrazenie Q jest przyktadem wyrazenia, ktére nie ma postaci normalnej, ponie-
waz krok obliczen prowadzi do jej wyjSciowej postaci. Jest to przyktad ,zapetlenia

sie”:
Q = 09 = (W XX)W = W = (AX XX)<W = Waw = ...

Z twierdzenia Churcha-Rossera wynika, Zze kazde wyrazenie ma co najwyzej
jedna postac normalna, — wynik, jesli jest, jest tylko jeden.

Innym wnioskiem z twierdzenia jest, ze jesli wyjsciowe wyrazenie ma postaé
normalna, zredukowane wyrazenie ma taka sama posta¢ normalna — redukujac
wyrazenie nie da sie ,wejs¢ w Slepa, uliczke”.

Istnieje takze tzw. normalna strategia redukcji, ktéra ustala kolejnos¢ redukcii
tak, ze zawsze prowadzi do postaci normalnej, jesli taka istnieje.

4. Konwersja

Funkcja, ktorej wartoscia, jest to, co dostata za argument, nazywa sie identycz-
noscia, i moze zostac zapisana jako ,Ax. X". Jednak takie samo znaczenie maja, tak-
Ze inne wyrazenia:

identyczno$é =M. x=Ay. y=Az. Z

Taka zmiana nazw zmiennych nazywana jest a-konwersjg. Moze zosta¢ wyko-
rzystana do unikania zjawiska przestaniania zmiennych:

(M Ay. X)<(Ay. y)<5 =(\. Ay y)b =My y

(AX. Ay. X)<(Ay. y)<5 =W Az X)<\y. )5 =(Az. Ay Y)B =AYy

Konwersja moze by¢ konieczna w szczegolnych przypadkach, kiedy mogtoby
dojs¢ do przechwycenia zmiennej:

M. (AY. M Y)ax = AX. (WY AZ. y)<x = MG AZ. X £ MG AXG X

Problemy zwiazane z a-réwnowaznos$cia wyrazen mozna rozwiaza¢ przez za-
stosowanie w zapisie indeksow de Bruijna, ale zwykle nie sa one uzywane w pismie
ze wzgledu na obnizenie czytelnosci.

5. Arytmetyka

Wszystkie wyrazenia rachunku lambda budowane sa za pomoca, zmiennych,
funkcji lambda i aplikacji jednego wyrazenia do drugiego. Te trzy reguly nie obejmu-
ja zatem wprowadzania do wyrazer liczb. Liczby mozna jednak rozumie¢ jako usta-
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lone wyrazenia. Jednym ze sposobGw na wyrazenie arytmetyki liczb naturalnych
jest kodowanie ich za pomoca liczebnikéw Churcha:

0=M A X 2 = M. M. xofof 4= .
1 =M. A xof 3 =M. M. xofofof

W takim kodowaniu liczba naturalna n kodowana jest przez funkcije, ktéra przyj-
muje inna funkcje i argument, a jej wynikiem jest ten argument z n-krotnie natozona,
przyjeta funkcja.

Mozemy zdefiniowad funkcje obliczajaca dla danego liczebnika liczebnik po nigj
nastepny (w zamierzeniu ,nast<l = 2"):

nast = An. M. Ax. (n<fax)>f

Przyktad (w dolnym indeksie znaku réwnosci podano uzasadnienie przejscia):
nast<l =nast (0. M. AX. (n<fax)>f)<d =g M. AX. (Lafax)sf =

=0 M. AX. (M. A, xeof)fax)of =5 M. A, (M. xef)<x)sf =g

=5 M. M. (xef)of = M. X, xofof =, 2

Mozemy takze zdefiniowac funkcje dodajaca dwa liczebniki:

dodaj = An. Am. (n<nast<m)

W ten sposéb mozemy rozumie¢ zapisy ,n + m” jako ,dodaj<n<m”. Wtedy:
2+2 = dodaj<2<2 =gous (AN. AM. (n<nastem))«2<2 =p

=p (Am. (2<nastem))<2 =p 2<nast<2 =, (M. Ax. xsfef) <nast«2 =g

=p (M. xenastenast)<2 = 2-nast-nast =ps 3>nast =nas 4

Podobnie mozna wyrazi¢ mnozenie:

mndz = An. Am. (n<(dodaj<m)<0)

Przykiad:

3+ 7 =mnoz«3«7 = 3<¢(dodaj«7)<0 =

= O~(dodaj«7)>(dodaj<7)~(dodaj«7) =0+ 7+ 7 + 7 =21

Kodowanie arytmetyki w rachunku lambda pociaga za soba pewna trudnosc,
ktéra nie wystepuje w popularnych jezykach programowania. Dlatego nalezy pod-
kresli¢, ze odstanianie przed uzytkownikami kodowania liczb nie jest konieczne.
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Wszelkie tego typu rozszerzenia rachunku mozna wprowadzaé, nawet niejawnie,
w sposob aksjomatyczny — w ten sposdb postugiwalismy sie liczbami w poprzed-
nich sekcjach. Wyrazalno$¢ rozszerzenia w rachunku lambda stanowi za$ wtedy
gwarancje poprawnosci takiego rozszerzenia.

6. Instrukcje warunkowe

Do rozwazenia instrukcji warunkowych bedziemy potrzebowac wartosci logicz-
nych. Mozemy je zdefiniowa¢ jako ,tak = Ax. Ay. X" i ,nie = Ax. Ay. y” (odpowiedniki
angielskich ,true” i false”). Mozna przetestowac ich wkasnosci obliczeniowe:

tak<A<B = (M. Ay. X)<A<B = (\y. A)<B=A
nie<A<B = B w analogiczny sposob.

Zatem wyrazenie warunkowe ,jesli warunek to A inaczej B” moze by¢ rozumia-
ne po prostu jako ,warunek<A<B". Dalej mozna zdefiniowac operacje logiczne:

zaprzecz = Ab. b<nie<tak

oraz = Ab. Ac. b<c<nie lub = Ab. Ac. b<tak<c

Przykfady:

zaprzecz<tak = (Ab. b<nie<tak)<tak = tak<nie<tak = nie

lub<nie<tak = (Ab. Ac. b<tak<c)<nie<tak = (Ac. nie<tak«c)<tak =

= nie<tak<tak = tak

Mozna takze zdefiniowac funkcje sprawdzajaca, czy dany liczebnik jest zerem:
czy_zero = An. n<(Ab. nie)<tak

Przyktadowo zapiszemy program, ktdry zwraca liczbe 3, gdy dostanie 0, a liczbe
4, gdy dostanie inna liczbe, i przekazemy mu liczbe 5:

(An. czy_zeroan<3<4)<5 = czy_zero<b<3<4 =
= 54(\b. nie)«tak«3<4 = nie<3<4 = 4

7. Struktury danych

Podobnie, jak liczby i wartosci logiczne, mozna wyrazi¢ w rachunku lambda po-
trzebne struktury danych. Definicje ,para = M. Ay. M. fo<y” mozna potraktowac
jako przyktadowy konstruktor. Pozwala on na zebranie informacji z dwoch wyrazen
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w jednym i korzystanie z nich przy pomocy operacji ,tak” i ,nie” (nawiasy dodane
dla czytelnosci):

(para<A<B)<tak = (Ax. Ay. M. fox<y)<A<B<tak =
= (M. f<A<B)<tak = tak<A<B = A
(para<A<B)<nie = B

W celu skrécenia zapisu mozna oznaczac posta¢ normalna, do jakiej wylicza sie
wyrazenie ,para<A<B”, przez (A, B)".

Wieksze krotki mozna kodowaé w podobny sposob lub sktadac je odpowiednio
z zagniezdzonych par (np. (A, (B, C))" jako tréjka A, B i C). W ten sposéb mozna
konstruowac nie tylko listy (patrz sekcja 10.), ale takze drzewa.

Zwykle pary obstuguje sie jednak nie przez operacje ,tak” i ,nie”, a przez funk-
cje, ktdre jako argument przyjmuja krotke i zwracaja jej odpowiednia sktadowa, po-
niewaz m.in. zapewnia to lepsza abstrakcje danych. Dla par bytyby to:

pierwszy = Ap. p<tak drugi = Ap. p<nie
pierwszy<(A, B) = (Ap. p<tak)<(A, B) = (A, B)<tak = tak<A<B = A

W programowaniu funkcyjnym popularna, sktadnia, uczytelniajaca kod, sa dopa-
sowania wzorca. Korzystajac jedynie czesciowo z ich sity wyrazu mozna zapropo-
nowad, aby zapis ,P-Ap. (pierwszy<p)>Aa. (drugi<p)>Ab. Q" mégt by¢ skracany do
zapisu ,P-A(a, b). Q". Przyktadowo:

2,7pNa b).a = 2-ha. (TsAb.a) = 2

Takie ,rozpakowanie” pary wykorzystamy w nastepnej sekcji.

8. lteracja

Mozna powiedzie¢, ze liczebniki Churcha kodujace liczby naturalne odpowiada-
ja petli for, poniewaz powtarzaja zadana, procedure z gory ustalong liczbe razy. Jesli
liczby sa wprowadzone aksjomatycznie, mozna taka, funkcjonalnos¢ ukry¢ pod na-
Zwa, ,powtdrz”:

powtdrz<3<nast<2 =
= 2enastrnast>nast = 3-nast-nast = 4-nast = 5

W ten spos6b mozna zapisa¢ iteracyjny algorytm obliczania silni. W parze be-
dzie przechowywany czesciowo wyliczony wynik i nastepna liczba do domnozenia.
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W kazdym powtdrzeniu wynik jest mnozony przez drugi element pary, a druga licz-
ba inkrementowana. W koricu z pary wyciagany jest pierwszy element — wynik:

silnia_iter = An. pierwszy<(powtorz<n<( A(r, i). (r - i, i + 1) )<(1, 1))

Przykiad:

silnia_iter<5 =

= pierwszy<(powtdrz<5<( A(r, i). (r - i, i + 1) )«(1, 1)) =

= pierwszy<(powtdrz<d<( A(r, i). (r - i, i + 1) )«(1, 2)) =

= pierwszy<(powtorz<3<( A(r, /). (r - i, i + 1) )«(2, 3)) =

= pierwszy<(powtorz<2<( A(r, /). (r - i, i + 1) )«(6, 4)) =

= pierwszy<(powtorz<1<( A(r, /). (r - i, i + 1) )<(24, 5)) =
= pierwszy<(powtdrz<0<( A(r, i). (r - i, i + 1) )«(120, 6)) =
= pierwszy<(120, 6) = 120

9. Rekurencja

Jedng z najwazniejszych cech jezyka programowania jest definiowanie funkcji
rekurencyjnych. Mozna sprébowac zdefiniowac silnie w nastepujacy sposab:

silnia = An. (czy_zero<an)<l<(n - (silnia<(n - 1)))

Jednak w powyzszej definicji po prawej stronie rdwnosci wystepuje ,silnia”, kto-
ra nie jest jeszcze zdefiniowanym wyrazeniem. Mozna jednak zdefiniowac nastepu-
jace wyrazenie:

krok_silni = AS. An. (czy_zero<n)<la(n - (S<(n - 1))

Gdyby argumentem funkcji ,krok_silni” zostataby gotowa silnia, to otrzymaliby-
$my réwniez poprawng, funkcje wyliczajaca, silnie. W pewnym sensie stanie sie to
dzieki wyrazeniu oznaczanemu ,Y":

Y = M. (M. fa(x<x))a(AX. fa(x<x))

Jego najwazniejsza wtasnosc to nastepujaca rownosc:
Y<F = (M. F<(x<X))a(AX. Fa(x<X)) =

= Fa((M. Fx<x))<(M. Fa(x<x))) = F<(Y<F)
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Silnie mozna zatem zdefiniowac tak, jak ponizej:
silnia = Y<krok_silni = Y<AS. An. (czy_zero<n)<l<«(n - (S<(n - 1))

Otrzymane wyrazenie nie ma postaci normalnej, ale spetnia zamierzone na po-
czatku réwnanie:

silnia = Y<krok_silni = krok_silni«(Y<krok_silni) =
= An. (czy_zero n)<1<(n - ((Y<krok_silni)<(n - 1))) =
= M. (czy_zero n)<l<(n - (silnia<(n - 1)))

Zapis ,n!" mozna w koncu definiowac jako ,silnia<n”. Mimo tego, ze funkcja ,sil-
nia” nie ma postaci normalnej, ma ja silnia wyliczona dla danej liczby naturalnej:

41 = (czy_zerod)<l«(4 - (4-1)) =nie<l«d-(4-1))=4-(4-1)=

=4.31=4.3-21=12-21=12-2-11=24-1-01=24-01=24-1=24

Podobnie, jak w przypadku liczebnikéw Churcha, definiowanie funkcji rekuren-
cyjnych za pomoca, ,Y” moze by¢ trudne. Wazniejsze od samego sposobu definio-
wania jest to, Ze definiowanie funkcji rekurencyjnych jest uzasadniona operacja

wrachunku lambda. Zatem, kiedy nie budzi to watpliwosci, za definicje mozna
uznawac kluczowe réwnosci dotyczace funkcji ,silnia”;

0r=1 nt=n-(n-1)" gdynniejest0

Przez kluczowe rownosci mozemy zdefiniowac wykorzystywana, wczesniej funk-
cje ,powtdrz” dla liczb naturalnych:

POWtGrz<0<fax = x

powtdrz<n<fax = powtdrz«(n — 1)«fa(fax), gdy n nie jest 0

10. Listy

Rachunek lambda pozwala operowac na listach, ktdre w nauce programowania
moga, odgrywac podobna, role do tablic. Aby skonstruowaé dowolna, liste, potrzeba
listy pustej ,[ ]" oraz mozliwosci tworzenia listy, ktérej pierwszym elementem jest
.0, a dalsza czescia listy jest lista 1", co 0znacza sie przez ,g::r". Przyktadowo liste
elementow a, b i ¢ (po lewej stronie réwnosci wprowadzamy notacje dla list) tworzy-
my nastepujaco:

[a, b, c] = a:b:ci[]
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Do operowania na listach potrzeba jeszcze funkcji sprawdzajacej, czy dana lista
jest pusta, oraz funkcji odtwarzajacych sktadowe listy. Ich kluczowe wtasnosci to:

czy_pusta<[ ] = tak Cczy_pusta<g::r = nie
glowa<g::r=g ogon<g.:r=r

Powyzsze wymagania réwniez mozna spetnic¢ definiujac odpowiednie wyrazenia
rachunku lambda (dla ,[ ], ,g::r", ,czy_pusta”, ,glowa”, ,ogon”). Jednak zakrycie ich
przed uzytkownikami pozwala na lepsza, abstrakcje danych.

Przyktadem dziatania na liscie liczb jest obliczenie ich sumy. Zamierzamy zdefi-
niowac funkcje o nastepujacych wtasnosciach:

suma<[]=0 sumaxg::r = g + (sumaxr)

Funkcje taka mozna zdefiniowac jako funkcje spetniajaca dane rownanie reku-
rencyjne (ponownie w nowy sposéb wykorzystujemy dopasowanie wzorca):

suma<xs = (czy_pusta<xs) 0 (xseA(g::r). g + sumadr)

Przyktad dziatania:

sumaq[l, 2, 4, 8] =1+ sumad<[2, 4, 8] =1 + 2 + suma«[4, 8] =
=1+2+4+suma<[8]=1+2+4+8+sumaq]=1+2+4+8+0=15

Standardowa, operacija, dziatajaca na listach jest takze podmiana jej elementéw
zgodnie z podana, funkcja. Funkcja ,podmiana” (propozycja zastapienia angielskie-
go ,map”) powinna spetnia¢ ponizsze wtasnosci:

podmiana<f<[] =[]
podmianasf«(g::r) = (f«g)::(podmiana<f<r)

Podobnie jak w przypadku sumy wystarcza to do zdefiniowania funkcji ,podmia-
na". W ten sposob mozna zwieZle wyrazac coraz bardziej ztoZzone obliczenia:

podmiana<(An. n + 3)<[1, 2] = podmiana<(An. n + 3)<1::2::[ ] =
= 4:(podmiana<(An. n + 3)<2::[ ]) = 4::5::(podmiana<(An. n + 3)<[ ]) = [4, 5]
podmiana<(An. n - n)<[1, 2, 3,4, 5] =[1, 4, 9, 16, 25]

11. Ztozonos$¢ obliczeniowa
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W powyzszych ciagach réwnosci wiele krokdw obliczen byto pomijanych jako
oczywiste. Jednak doktadniejsza analiza liczby krokéw obliczert pozwala wprowa-
dzi¢ podstawowe intuicje dotyczace ztozonosci obliczeniowej. Dla przyktadu zdefi-
niujemy iteracyjna i rekurencyjna, definicje ciagu Fibonacciego:

fib_iter = An. pierwszy<(powtorz<n<(A(a, b). (b, a+h))«(0, 1))
fib_rek = Y<AF. An. (czy_mniejsza<n<2)<n<( F<(n = 1) + F<(n - 2) )

Mozna zauwazyd, ze ,fib_iter" dochodzi do postaci normalnej wykonujac liniowo
wiele B-redukcji wzgledem argumentu. Natomiast ,fib_rek”, bez stosowania dodat-
kowych réwnosci, potrzebuje wykonaé wyktadniczo wiele B-redukcji wzgledem ar-
gumentu.

12. Podsumowanie

Przedstawione w pracy przyktady prezentuja rachunek lambda jako zupetny je-
zyk programowania o prostych zasadach dziatania. Ta prostota daje szanse na na-
uke programowania w ten sposob od momentu, w ktdrym uczniowie potrafig pisac,
czyta¢ iliczyC. Liczne uproszczenia notacyjne i standardowe definicje pozwalaja
wygodniej prezentowac bardziej zaawansowane tematy. Jednak okreslenie odpo-
wiedniego momentu na ich wprowadzenie pozostaje w rekach nauczyciela.
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